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Vor-\voi't. 

Die Entwickelungen, welche Herr Böcher in seiner Schrift gibt, 
seheinen geeignet, das Interesse des mathematischen Publikums nach 
verschiedenen Eichtungen auf sich zu ziehen. Ich betone zunächst, 
dass die in Betracht kommenden Reihenent Wickelungen in dem Buche 
von Heine und anderwärts nur so zur Darstellung gelangen, dass 
zahllose Fallunterscheidungen voranstehen, während hi^r ein gleich- 
förmiger allgemeiner Gesichtspunkt gewonnen wird, aus dem alle 
Einzelheiten deriviren. .Im Zusammenhange damit wird auf die an- 
schauungsmässige Erfassung der verschiedenen Functionen und Flächen 
das grÖsste Gewicht gelegt, nicht, wie sonst, auf deren Definition 
durch complicirte Formeln, Drittens sei hervorgehoben, dass dabei 
doch gewisse formale Hülfsmittel der modernen Analysis herangezogen 
werden, welche in zusammenhangenden Darstellungen dieser Art bis 
jetzt noch nicht zur Geltung gelangten, ich meine die penta sphärischen 
Coordinaten und überhaupt die homogenen Variabein, Dafür wird 
man ja andere Entwickelungen vermissen, die für die Zwecke einer 
allseitigen Darstellung des Gegenstandes unerlässlich sind, insbesondere 
die Durchführung der Convergenzbe trachtungen und die Zurecht- 
machung des rechnerischen Details. Vielleicht wird die in dieser 
Eiehtung nothwendige Ergänzung bald von anderer Seite gegeben 
werden. 

Wird die vorliegende Schrift für diejenige Diseiplin, welche zu- 
nächst in Betracht kommt, ich meine die mathematische Physik, von 
Nutzen sein? Man muss es hoffen. Denn es kann in der mathe- 
matischen Physik doch nicht blos darauf ankommen, Einzelprobleme, 
unter Einführung geeigneter Vernachlässigungen, bis zum Vergleich 
mit dem Experimente rechnerisch durchzuarbeiten, sondern es muss 
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IV Vorwort. 

jrainer einen gewissen Werth hühalfcini, den ij^eihuikliclien Inlialt (lt>r 
allgemeiuen Methoden, vollstäudiger als es bis daJiin geschehen war, 
zu exponiren. Und sollte Jemand vom physikalischen Standpunkte 
ans den mathematischen Apparat, der für diesen Zweck in Bewegung 
gesetzt wird, für zu ausgedehnt oder schwerfällig halten, so wird er 
doch die Tendenz billigen, die allgemeinen Ideenbildungen der neueren 
mathematischen Forschung auf ihre physikalische Brauchbarkeit v.a 
prüfen. 

(jüttingen, im Mai 1894. 
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Einleitung. 



Bekanntlich hat man es bei vielen Untersuchungen der mathe- 
matischen 'Physik mit gewissen verhältnismässig einfachen linearen 
partiellen Differentialgleichungen zu thun. Eine der allgemeinsten und 
brauchbarsten Methoden solche Losungen dieser Gleichungen zu finden, 
wie man sie für physikalische Probleme nöthig hat, besteht darin, 
dass man aus bestimmten leicht aufzufindenden particuläreo Lösungen 
allgemeinere Lösungen in der Form unendlicher Reihen aufbaut. Schon 
während der zweiten Hälfte des achtzehnten Jahrhunderts wurde diese 
Methode verschiedentlich, .aber namentlich von Euler, auf akustische 
Probleme angewandt; und dies hatte auch seinen guten Grund. lu 
der That hat diese Lösungsmetliode für akustische Probleme eine un- 
mittelbare physikalische Bedeutung, indem sie geradezu als analytischer 
Ausdruck des von Daniel Birnoulli aufgestellten Princips der Coexisteiiz 
kleiner Schwingungen angesehen werden kann. 

Aber sogar in den einfachsten der hier vorkommenden Fälle, in 
welchen man es mit gewöhnlichen trigonometrischen Eeihen zu thuu 
hat, konnte die Losung damals nicht vollständig durchgeführt werden. 
In der That waren nicht nur die Formeln zur Bestimmung der Coeffi- 
cienteu solcher Reihen unbekannt, sondern man glaubte Überhaupt 
nicht, dasa eine Bestimmung im allgemeinen möglich wäre, indem 
man es als undenkbar ansah, dass eiue trigonometrische ßeihe in 
verschiedenen Intervallen verschiedene Functionen darstellen könnte. 

Fourier (1812) haben wir es zu verdanken den allgemeinen An» 
satz* gemacht zu haben, durch welchen alle diese Probleme zu Ende 
geführt werden können. Seine eigentliche Leistung besteht nicht in' 
der Coefficientenbestitnmung selber, denn die wesentlichen Schwierig- 
keiten' derselben waren schon von Lagrange erledigt*), und sogar 
die endgültigen Formeln für die Coefficienten in einer posthumen Ab- 

*) Hierüber, sowie über die Geschichte der tiigonometri sehen Reihen über- 
haupt vergl, ßiemaDü's Habilitationsscljrift, Ges. Werke, S. 313 (etat« Aufl.). 
B,',cbür, EolhcuentwickolunBen der PglouldalHieuiic. 1 
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2 Kinleitung. 

handiuiig von Euler aufgestellt, sondern in der klaren Behauptung, es 
könne jede Function vermittelst dieser Formeln in trigonometrische 
Reihen (sog. Fourier'sche Reihen), bezw. in andere ähnlich gebildete 
Reihen, entwickelt werden*). Wir müssen hinzufügen, dass Fourier 
sich mit einer ganz anderen Art physikalischer Probleme beschäftigte 
wie seine Vorgänger, nämlich mit der Theorie der Wärmeleitung. 
Durch eine sehr kleine Modification des Euler'schen Ansatzes wurde 
es ihm aber möglich das Wärme) eitungsproblem für das rechtwinklige 
Parallelepipedon, sowie für den Rotationscylinder zu lösen. Bei ge- 
wissen Grenzfällen des erstgenannten Körpers treten bei Fourier an 
Stelle der unendlichen ReiJien Integraldarstellungen (sog. Fourier'sche 
Integrale) auf. 

Schon von Laplace (1782) war die uns interessireude Methode in 
noch einem anderen physikalischen Gebiet angewandt worden, näm- 
lich in der Attractionstheorie. Indem dieser Mathematiker den von 
Lagrange herrührenden Begriff des Potentials weiter entwickelte, fand 
er, dass auch diese Function einer partiellen Differentialgleichung ge- 
nügt. Hierauf konnte unsere Methode angewandt werden, um das 
Potential eines homogenen Körpers zu bestimmen, welcher sehr wenig 
von einer Kagel abweicht. Die Losung dieser Aufgabe wird durch 
sog. KitgelftmcHonm geleistet, welche in noch speciellerer Gestalt schon 
von Legendre bei dem Problem der Anziehung von Rotationskörpern 
eingeführt waren, • 

Auch andere Mathematiker, unter denen in erster Linie Poisson 
zu nennen ist, beschäftigten sieh mit dieser Integrationsmethode bei 
verschiedenen physikalischen Problemen, aber der nächste grosse Fort- 
schritt wurde erst in den dreissiger Jahren von Lame gemacht, indem 
er nach Einführung des Systems der sog. elliptischen Coordinaten das 
Problem des Wärmegleichgewichts im dreiaxigen Ellipsoid behandelte. 
Hierdurch wurde ein neuer fundamentaler Gedanke in die Theorie ein- 
geführt, dass es nämlich in erster Linie jedesmal auf die Aufstellung 
eines dem vorliegenden Problem angemessenen Systems krummliniger 
Coordinaten ankommt. 

Nach Lame sind dann noch zahlreiche besondere Probleme Dach 
■ der Methode der Reihenentwickeluug von verschiedenen Mathematikern 
behandelt worden, so von Heine, Liouville, 0. Neumann und Mehler, 

*) Diese Ueliauptung bleibt bei Fourier nnbegründet Eine Begründung der- 
selben bezw, eine Umgrenzung der Fälle, in welchen aie richtig ist, findet man 
in Diriebkt'ä berütmter Abhandlung in Grelle Bd. 4, 1829. Wir gehen im Fol- 
genden auf die Frage der Converganz unserer Reihen nicht ein, vcvgl. jedoch 
Abachnitt !I, Kapitel 4, § 3. 
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Einleitung. 3 

wobei sich die Einführung verschiedener neuer Functionsgat.tnngeii 
nötbig erwies (vergl. III, 2, § 3; III, 3, § 7)*). An dieser Stelle mag 
der Name von Heine besonders hervorgehoben werden, nicht nur 
wegen der grossen Ausdehnung seiner sonstigen hierhergehörigen 
Untersuchungen, wie sie in dem Sandbueh der KugelfuncUonen zu- 
sammengestellt sind, sondern auch, weil die'früheren Untersuchungeii 
Lame's. von ihm auf Räume von mehr als drei Dimensionen über- 
tragen wurden. 

Die sämmtlichen bis jetzt erwähnten Mathematiker sind vorzugs- 
weise Ancdytiker. Dagegen nehmen die zwei Forscher Sturm und 
W. Thomson unserer Theorie gegenüber eine ganz andere Stellung 
ein, indem sie das Problem mehr anschauungsmässig auffassen. 

Als erste Hauptleistung von Thomson auf diesem Gebiet nennen 
wir die Einführung der Transformation durch reciproke Radien in die 
Potentialtheorie (1845). Hiernach lassen sich gewisse Potentialauf- 
gaben für einen beliebigen Körper lösen, ^enn leMerer aus einem 
schon behandelten Körper durch Inversion hervorgeht. Dieser Ge- 
danke wird, wie wir im ersten Abschnitt sehen werden, in unserer 
Darstellung von Beginn an eine fundamentale Rolle spielen. 

Einige Jahre früher (1836) hatte Sturm den Ansatu zur Ent- 
wickelung einer anderen Methode^ gegeben, welche in unserer Dar-, 
«tellung von nicht weniger Bedeutung sein wird. Derselbe beschäf- 
tigte sich mit der eindimensionalen Wärmebewegung in einem nicht 
homogenen Stabe und .fand, dass die hier auftretenden durch gewisse 
gewöhnliche -Differentialgleichungen definirten Functionen durch die 
Anzahl ihrer NuUstellen in einem gewissen Intervalle geradezu cJiarak- 
terisirt sind. Dieses Oseillationsprincip, wie wir es nennen wollen 
wurde dann, von Thomson in dem Appendix B von Thomson und 
Tait's Natural Philosophj in die räumliche Potential theorie übertragen 
Dort handelt es sich in sehr knapper und schwer verständlicher Weise 
um Körper, -Reiche von Flächen begrenzt sind, die dem Orthogonal- 
systeme der gewöhnlichen Polarcoordinaten angehören, d. h. von con- 
centrischen Kugeln, Meridianebenen und Rotationskegeln. Hier an- 
schliessend wurde endlich von Klein (1881) dieses Oscillationsprincip 
für die Potential theorie klar formulirt und gleich auf allgemeinere 
Fälle angewandt, nämhch auf das nicht zerfallende Orthogonal System 
der elliptischen Coordinaten. 



*) Diese Citate sowie die später * 
die erste (romiscliel Zahl sieh auf den Abschnitt bezieht, die zweite (arabische) 
auf das Kapitel, während die dntto mit d^ Zeichen g veraebene ZaiJ den Para- 
graphen angiebt 
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Wfiin Mii Uli-: uuu 1111 Folgeodöii trutz der grossen Äuaalil vou 
physikdhscheti iriTPn^ auf welche unsere Methode anwendbar ist, iaut 
au-)schliessiicb auf eine einzige Diseiplin, die Potentialtheorie, be- 
schriiukeiL so ^e^ohieht dies einerseits um eine zu grosse Ausdehnung 
des btofles zu vermeiden, andererseits weil gerade durch diese Eiu- 
6i,hrd,u]i.uu^ die Behandlung viel einheitlicher und übersichtlicher ge- 
macht werden kani) Aus denselben Gründen werden wir auch in ' 
diesei Theorie ein einzigem Problem (die sofort zu nennende Jiand- 
uet (häuf gäbe) h er ius>g reifen und erst hinterher (III, 3, § 6) die anderen 
Potentlaiprobleme, welche sich durch unsere Methode behandeln lassen, 
kuiz besprechen Diese Randwerth aufgäbe lautet: 

Eb tiiid lerJangt innerhalb eines vorgelegten Körpers ein Potential, 
d h eine Losung der partiellen Differentialgteichung JV^O, su be- 
stimmen, welche dort eindeutig imd nebst ihren erstell Anleitungen stetig 
vet lauft und auf de) Begrenzung des Körpers beliä>ig vorgeschriebene 
Werthe annimmt 

Wir stellen uns die Frage: können wir nicht diese Raiidwerth- 
aufgabe füx einen Korper %o allgemeiner Art lösen, dass sämmfcliche 
bis jetzt behandelten Korper als Ausartungen desselben augesehen 
werden können^ Einen solchen Körper hat man in der That in dem 
_ f yclidenbech'iflach vor sich, d. h._ in einem von sechs confocalen 
Cycliden begrenzten Körper. 

Die hier als Cjcüden bezeichneten Flächen kommen in der 
Potentialtheorie zum ersten Male in zwei Aufsätzen von Wangeriii 
vor. Durch eine ' von C. Neumann gestellte Preisaufgabe auf die 
Randwerth aufgäbe für eine Rotationseyciide geführt, hat er ein Jahr 
später (187G) den ersten Ausatz zur Behandlung der Randwerthauf- 
gabe für solche Körper gegeben, welche von confocalen, Cycliden der 
allgemeinsten Art begreuzt sind*). Andererseits war die geometrische 
Theorie dieser Flächen viel früher entwickelt worden, und wir wollen 
noch einen kurzen Ueberbliek über die Entstehung fieser Theorie 
geben. 

Der Name Cyclide wurde ursprünglich von Dupin (1822) für die- 
jenige Fläche gebraucht, deren sämmtliche Krümmungslinien Kreise 
(bezw. Geraden) sind. Inzwischen werden wir, dem Vorgange von Dar- 
boux folgend, mit dem Namen Cyelide eine viel allgemeinere Fläche 



*) Eine dritte Abhandlung von Wangetin (Beriiiiev Monataberichte 1878), 
sowie ein in jüngster Zeit erscLienenea Buch von Hüntzachel „Ueber die Beduc- 
tion dei' Potentialgleichnng auf gewöbnliche Differentialgleichungen", welches sich 
an diese Abhandlung anschüesat, bleiben für uns ausser Betracht, w«il die dort 
beLandelteii Rotati onsüäclieu keine Cj^lidcn mehr sind. 
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Einleitung'. ' ' ■ ö 

bezeichnen, nämlich eine belieljige Fläche vierter Ordnung, welche den 
Kugelkreis als Doppelcurve besitzt; die besondere Fläche wird dem- 
gegenüber als Dupin'sche Cyclide zu bezeichnen sein*). 

Nachdem es sich herausgestellt hatte, daas alle metrischen Eigen- 
schaften als Beziehungen 'zum Kugelkreise aufgefasst werden können, 
haben sich in den sechziger Jahren Laguerre, Moutard und Darboux - 
ganz besonders mit der Theorie der Cyeliden besehUftigt. Vor Allem 
wurde damals das Orthogonalsystem, welches aus allgemeinen confocalen 
Cyeliden besteht**), gleichzeitig von IV^outard uhd Darboux entdeckt. 
Diese dreifach orthogonale Flächenschaar benutzte Darboux dann, um 
ein System krummhniger Coordinaten zu definiren, welche wir als 
cycUdische Coordinateii bezeichnen werden. 

Es ist aber das Hauptverdienst dieses Mathematikers, ein Instru- 
ment geschaffen lm hiben, welches zunächst zwar nur zum Studium 
der Cyeliden dienen sollte, welches aber, wie wir bald sehen werden, 
in der Geometrie und mathematischen Physik überhaupt eine wichtige 
Eolle spielt Dieses Instrument ist das System der pentasphärischen 
Coordinaten, mit welchem wir uns im ersten Abschnitte ausführlich 
beschäftigen werden. Die. grosse Analogie zwischen den Formeln, 
welche beim Gebrauch dieser Coordinaten auftreten, und den For- 
meln der Liniengeometrie, welche früher von Klein entwickelt worden 
waren***), ist sofort ersichtlich und wurde von Klein in einem Auf- 
satz über Linimgeometrie und metrische Geometrie f) ausführlich erklärt 
und discutirt. Insbesondere wird dort die Theorie der Cyclide mit 
der Theorie der Liniencomplexe zweiten Grades in engste Verbindung 
gebracht. ^ ■ 

Die Liniencomplexe zweiten Grades sind von Klein in seiner 
Dissertation (1868) ff) hinsichtlich der sämmtlichen Specialfälle, welche 
sie darbieten können, untersucht worden. Hierzu wurde die Weier- 
strassische Theorie der Eiern entartheiler herangezogen. Ganz ent- 

*) Die Dupin'scten Cyeliden sind gegenüber don allgemeinen Cyeliden da- ■ 
durch special iäkt, dass sie vier Doppelpunkte haben (von denen höctstens zwei 
reell Bein können). — Vergl. wegen der folgenden Angaben übet Cyeliden inabe- 
Bondere Darbons, Sur ime claste remarquable de courbes et de surfaees algebnques, 
Paris 1873. 

**) Zwei Cyeliden werden conlocal genannt, wenn eie (wie Kwei confoeale 
Fläolien zweiten Grades) iö dieselbe den Kugelkreis enthaltende Developpable 
eingeschrieben sind; vergl. übrigens die Formeln des ersten Abschnitts. 
***) Math. Ann. Bd. 2, 1869. 
f) Math. Ann. Bd. 5, 1871. 
ff) Wieder abgedruckt in Math, Ann. Bd. 2S, — Vergl. auch die Arbeit 
vou Weiler Math. Ann. Bd. 7, 1873. 
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6 Einleitung. 

sprechende Untersuchungen für die Cydide wurden später (1884) von 
Loria in seiner Abhandlung Geometria Mla sfera'^-) durchgeführt. 
Indesa lässt der Letztere dabei die Eealitätsbetraehtungen bei Seite, 
die Klein für die Complexe entwickelt hatte; dieselben wurden erat 
von Klein selbst in einer sofort zu nennenden' Vorlesung über Lame'sche 
. Functionen anf Cycliden übertragen. 

Diese Theorie der Cycliden in Verbindung mit dem obengenannten 
Osciliationsprincip soll nun die Ginmdlage für die folgende Darstellung 
geben. Es handelt sich dabei um die Durchführung eines Gedanken- 
ganges, welchen bereits Herr Klein in seiner Vorlesung über Lame'sche 
Functionen W. S. 1889^90 skizzirt hat. Auch in den Einzelheiten 
werden wir uns oft au die Entwich elungen dieser Vorlesung an- 
schliesaen können, was wir jedesmal durch ein {K) andeuten wollen. 

Gleich nach Schluss jener Vorlesung hat Klein einen Aufsatz ver- 
öffentlicht**), in welchem aber weniger die physikalischen Tendenzen 
der Vorlesung, als die functionentheoretisehen (auf welche wir im vor- 
liegenden Werke nicht eingehen werden) zum Ausdruck kamen. An- 
dererseits wurde am 4, Juni 1890 folgende Preisaufgabe von der 
philosophischen Facultät der Göttinger Universität gestellt: 

„Man kann die Mehrzahl der in der Potentialtheorie auftretenden 
Reihenentwickelungeu und Integral dar Stellungen unter einheitlichem 
Gesichtspunkt ableiten, indem mau die sUmmtlichen bei diesen Dar- 
stellungen in Betracht kommenden Orthogonal Systeme als Ausartungen 
des Systems confocaler Cycliden bet a ht t d nter Zugrundelegung 
des letzteren zunächst für einen v n h nfocalen Cycliden be- 
grenzten Körper geeignete Reiheneut k lung n aufstellt. Die Facul- 
tät wünscht, dass der hiermit b hn t C danke ins Einzelne 
durchgeführt, auch von der ganzen Th n zusammenhängende 

Darstellung gegeben werde." 

Dieser Preis wurde der Schrift des Verfassers „üeber die Ueihen- 
entwi ekel uu gen der Potentialtheorie" Göttingeu 1891, ertheilt. Das 
voriiegeude Buch ist als Umarbeitung und Weiterführuug jener Preis- 
arbeit anzusehen. 

An specifischen Keuutuisaeu werden in dem vorliegenden Werke 
ausser analytischer Geometrie und Differential- und Integralrechnung 
nur noch einige wenige Sätze der Functionentheorie und der Potential- 
theorie als bekannt vorausgesetzt. Indessen konnte es nicht in meiner 
Absicht liegen, eine Einführung in die Theorie, der matbematisch- 

"") Memoiio dell' Accadeniia dellü Soiense di Torino. See. II, Tom. 36. 
**) Göitinger Nachrichten März 1890. Wieder abgedruckt Math. Ann. Bd. 38. 
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physikalischen ReiheneDtwickeluugeii zu geben, wie man sie in den 
älteren Lehrbüchern von RiemaDn-Hattendorf: „Partieile Differential- 
gleichungen etc." und Mathieu: „Physique mathematique" oder in dem 
soeben erschienenen Lehrbuch von Bjerlj^ „Fourier's Series and Spheri- 
cal, Cylindrical, and Ellipsoidal Harmonics" (Bostou), finden wird. Da 
ich aber in erster Linie. für einen mathematiseb- physikalischen Lßser- " 
kreis schreibe, hielt ich es für angemessen, diejenigen Methoden, 
welche solchen Leaem weniger geläufig sein dürften, ausführlich zu 
behandeln. Aus diesem Grunde ist namentlich Kapitel 1 des ersten 
Abschnittes vorausgeschickt, welcher nur elementare Sachen enthält 
die anderwärts wohlbekannt sind. 
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Erster Abschnitt. 
Geometrisehes über cüiifocale (Jyclideiiscliaareii. 

Ivapiiel 1. 

Ueber eiuijte Methoden und Hrundsätzf der projectiven Geometrie. 

g 1 . Ueber homogen gemachte Cartesisehe Coordinaten und die 
daraus entspringende geometrische Aue drucks weise. 

In vielen geometrischen üntersucliucgeii ist es bequem, austatt 
der gewöhnlichen rechtwinkligen Coordiaaten X, Y in der Ebene, 
sog. homogene Coordinaten x, y, t .in. gebrauchen, welche nur iasufern 
bestimmt sind als -7- = ^, 1 '^ ^'" ^^^ einen bestimmten Punkt 
der Ebene sind also die zWei Verhältnisse x:ij:t bestimmt, nicht aber 
die Werthe ^ier Coordinaten selber*), von welchen wir nur festsetzen 
- wollen, dass sie nicht alle gleichzeitig verschwinden, und dass keine 
derselben unendlich werden soll. 

Die so eingeführten Coordinaten tragen deshalb den Namen 
„homogen", weil beim Gebrauch derselben alle Curvengleichuligen 
homogen werden. Die Gleichung der geraden Linie: 

AX^BT-\- C'=0 
nimmt, z. B. wenn mau X = '!' , i'= . setzt u]id mit ( heraul- 
multiplioirt, die Gestalt an: 

Ax-i-By-\-(.H = 0. 
Tu derselben Weise nimmt die Gleichung des Kegel Schnittes : 
AX^ -\- BXY + OY-' + DX-\-EY-^ 7''=0 " 
in den Coordinaten x, y, t die Form an: 

*) Diese Unbestimmtheit können wir Uaau gebrau[;hec, eine dei' ilr.'i Uoor- 
diniiten nacli Belieljen anzunehmen; namentlich können wit t dun constanten 
Wtrth 1 gttbou, wodurch j:, y ixi gt wohnlichen Uarteaischen Cuordipaten werden. 
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Oeber homogen gemachte Ciiitesiache Coordmaten u. s. w. 9 

Äx' + Sxy + Cy + Dxt + £)/( + J'i" = 0; 

und wir tönneu allgemem sagen: 

Die allgemeine Curve «'"" Ordnung wird durcli eine homogene Glei- 
chung m'™ Grades in x, y, t dargestellt. 

Es gilt offenbar auch umgekehrt, daas jede homogene Gieichung 
w*"" Grades in x, y, t eine Curve «'" Ordnung darstellt. Dabei ist 
aber zu bemerken, dass die homogene Gleichung ersten Grades: ( = 
eine Ausnahme macht, indem sie nicht nur keine gerade Linie dar- 
stellt, sondern überhaupt keine geometrische Bedeutung hat. Um diese 
Ausna&me zu vermeiden, verfährt man gerade wie beim Auftreten des 
Imaginären in der Coordinatengeometrie überhaupt, indem man -der 
Analysis zu Gefallen von einer Geraden i = spricht. Dieselbe 
werden wir aber nicht imaginär nennen, sondern unendlich weit, dem 
Umstände entsprechend, dass diese Gleichung-die Grenzform der Glei- 
chung einer geraden Linie ist, welche ins Unendliche rückt. Wir 
werden also sagen: 

Die Gleichung t = stellt die unendlich ferne Gerade dar. 

Andererseits .stellt jede homogene Gleichung «*™ Grades, welche 
die r** Potenz von t als Factor enthält eine Curve dar, welche nur 
von der (n — f)'™ Ordnung ist. Dem Gesagten zufolge werden wir 
aber von einer solchen Gleichung sagen, sie stelle eine zerfallende Curve 
«*"'■ Ordnung dar, welche aus der soeben erwähnten Curve {» — v'f^ 
Ordnung und der v-fach zu zählenden unendlich fernen Geraden besteht. 

Besonders wichtig sind die (imaginären) Schnittpunkte der un- 
endlich fernen Geraden mit einem Kreise: ■ 

a-" + ;/- rf- '(^f + iyf + t"'^ = <J. 
Diese Punkte haben die merkwürdige Eigenschaft, völlig unabhängig 
von den Coefficienten a, b, c des Kreises zu sein*), so dass wir sagen 
können: 

Es giebt swei besondere imaginäre Piinl-te auf der Hnemüieh fernen 
Geraden, durch welche all'' Kreise der Ebene hindurchgehen. Dieselben 
tverden als KreispunTzte beseichiet. 

Ganz analog können wir auch im Räume verfahren, indem wir 
dort an Stelle der gewöhnliehen rechtwinkligen Coordinaten' X, Y, Z 
homogene Coordinaten x, y, z, t einführen vermitteist der Gleichungen: 

*) In der That sind die Verhältnisse x : y : t iäi: diese -zwei Schnittpunkte, 
wie man leicht uachrHclinet: 1 : y— 1 ; und 1 : — )/ — 1 : 0. 
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Dann wird eine Ebenö durch eine homogene Gleichung ersten (jrades: 

Ax -\- By -i- Cz -i- nt^O 
dargestellt, und überhaupt eine Fläche «"" Ordnung durch eine. homo- 
gene Gleichung n**" Grades. Hiernach werden wir sagen, dass die 
Gleichung t^O, welche keine directe geometrische Bedeutung hat, die 
unendlich ferne Ebene darstellt. Den (imaginären) Schnitt dieser Ehene 
mit einer Kugel werden wir natürlich als Kreis bezeichnen, und man 
zeigt leicht, dass er für alle Kugeln derselbe ist. Deshalh geben wir 
ihm' den Namen Kugelkreis. 

% 2. lieber Tetra edereoordinaten *). 

Es seien jj, q, r, s die Abstände eines Punktes im Inneren eines 
Tetraeders von den vier Seitenflächen desselben, und es seien a^j, x^, 
x^, x^ Grössen, welche den Grössen p, q, r, s proportional sind, also: 

QX^=^p, Qx^^q, Qx^=^r, QX^^s, 
wo p einen völlig unbestimmten Proportionalitätsfactor bedeutet. Dann 
hestimmen ofi'enbar die Grössen Xy, x^, x^, x^, oder vielmehr ihre drei 
Verhältnisse die, Lage des Punktes, und heissen dementsprechend seine 
Tetraedercoordinaten. Wir werden natürlich verabreden, dass jede dieser 
Coordinaten beim lieber seh reiten der entsprechenden Seitenfläche des 
Coordinatentetraeders ihr VorKeiehen wechselt. 

Noch allgemeiner aber werden wir die Tetraedercoordinaten im 
Folgenden immer deflnirt denken, nämlich nicht mit den Abständen 
p, q, r, s selber, sondern mit beliebig aber fest zu wählenden Viel- 
fachen derselben proportional. Also: 

QX^ = Cip, QX^ = c^q, QX^ = c^r, qx^ = c^s, 
wo c^, c^, C3, 64 Constante bedeuten. 

Die so definirten Coordinaten stimmen nun in den wesentlichsten 
Eigenschaften mit den im vorigen Paragraphen besprochenen homo- 
genen Coordinaten x, y, s, t überein**), indem Flächen m*™ Ordnung 
durch homogene Gleichungen «*=" Grades in x^, x^, x^, x^ dargestellt 
werden. Es wird insbesondere jede Gleichung von der Form: 

*) Wir überBpringen der Khr/P halber die D lei ecke 1,0 jrdinateii in dör tbene 
**) Letztere sind BOgai nur ein GreDzfall Ton Tetracdci coordinaten worin die 
Seitenflächen des Cffordinateatetraedei-s drei zu einAndur spnkrechte Ebi-nun, mm 
lieh die Coordinatenebcnen, uu I die un ndlich iprn« Ebfni sind 
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Ueleif Tetraedereoordmateu. 11 

eine Ebene darstellen, falls wir gegebenen Falls auch die unendlich 
ferne Ebene in Betracht ziehen wollen *). 

Es sei noch die abgekürzte Form erwähnt, in, welcher die Glei- 
chung der allgemeinen Fläche zweiter Ordnung geschrieben werden 
kann, nämlich : 



22- 



iXiXi = 0. 



In dieser Gleichungsform, welche wir im Folgenden vielfach ge- . 
brauchen werden, wollen wir ein für alle Mal yerabreden, dass 
«ij. = «i,- sein soll, waa ja den Coefficienten der Gleichung keinerlei Be- 
schränkung auferlegt. Ein Vortheil dieser Schreibweise besteht darin, 
dass diö Biseriminante der Fläche zweiter Ordnung, d. h. diejenige 
Funktion ihrer Coefficienten, deren Verschwinden die Bedingung dafür 
ahgiebt, dass die Fläche in einen Kegel ausartet, die einfache Deter- 
minantenform hat: 



Dieselbe werden wir oft deir Kürze halber sehreiben : \aik\. 

Es möge auch die Gleichung der Tangentialebene der Fläche: 

ZaaXiXk •= ■ 

im Punkt (j/j, j/g, y^, y^ Platz finden (bezw. wenn dieser Punkt nicht 

auf der Fläche liegt, der Polarebene desselben). Diese Gleichung 

lautet : 



22« 



iytXk -=* 0. 



An dieser Stelle wollen wir nur eine Anwendung von dieser 
letzten Formel machen. Wir definiren zunächst: 

Ein Folartetraeder einer Fläclie zweiter Ordnung ist ein Tetraeder, 
in welchem jede Seitenfläche Polarebene der gegeniüerliegenden Ecke ist. 

Dann folgt sofort aus der oben angegebenen Gleichung der 
Polarebene: ■ 

*) Dieselbe wird natürlich nicht (wie bei den Coordinaten x, y, s, i) durch 
eine besonders einfache Gleichnng dargestellt. Die Coefficienten dieser Gleichung 
werden vielmehr Ton dem besondereli in Betracht gezogenen Syatem Toa Tetraeder- 
coordinaten abhängen. 
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IChie Flüche -ZtveUer {Ordnung, deren Gleichung die Form hat: 

ist auf ein Folartetraeder als Coordinaientetraeder bezogen. 

Umgekehrt ist es auch nicht schwer zu zeigeu, dass die Gleichung 
jeder Fläche zweiter Ordnung von nicht verschwindender Discriminante 
auf diese Form gehracht wird, sobald man als Ooordinatentetraeder 
irgend ein Polartetraeder nimmt. 

Selbstverständlich kann man durch passende Wahl des Coor- 
dinatentetraeders die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung auf 
viele andere einfache Formen bringen. Hiervon erwähnen, wir zwei, 
die für uns im Folgenden wichtig sein werden. 

Erstens kann man das Tetraeder so wählen, dass die Seiten- 
flächen x^^ und 3^4 = die Polarebenen der gegen iiberliegenden 
Ecken sind, während die Seitenflächen a;i=0 und y;^ = die Fläche 
in den anderen zwei Ecken berühren. Dann lautet die Flächen- 
gleichnng: 

Ax^o:.^ -\- o.^x^ -\- a^i\- = (I. 

Zweitens können wir 'das Coordinatentetraeder so annehmen, daae 
jede seiner Seitenflächen die Fläche in einer Ecke de» Tetraeders be- 
rührt. Sofern das Tetraeder reell sein soll, ist dies offenbar nui" mög- 
lich, falls die geradlinigen Ei'zeugenden der Fläche reeli sind, in 
welchem Falle aber das Tetraeder dadurch sofort herzustellea ist, dass 
man irgendwelche vier Erzeugenden, zwei der einen und zwei der an- 
deren Art, als vier Kanten des Tetraeders annimmt. Auf dieses Te- 
traeder bezogen, hat die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung die 
Gestalt: 

Aj_XiX.^ -\- A^x-^x^ = 0. 

Schliesslich wird es später für uns wichtig sein, die Formeln 
zu kennen, durch welche man von einem Syst«ra X-^, x^, X-^, x^ von 
Tetraedercoordinaten zu einem anderen a:,', Xj, x^' xl übergeht. Die- 
selben lauten einfach: 

wo aber nidit vorausgesetzt werden darf, dass «,■(-- fi,i,-. 

g o. Ueber Büschel von Flächen aweiter Ordnung. 

Es seien: 

ß £EE SaiiiXiXK = 
= ShiiXiXi -= 
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tleber Büschel von Flächen zweiter Ordnung', i_':i 

irgend zwei FJäelieD zweiter Ordnung; wir betrachten den I'läclien- 
bilschei : 

?.ii — ^'^ 0, 
<1. li. 

2?(Aa/i — bikjXiXi = 0. 

Dieser Büschel besteht natürlich, indem man dem Parameter X der 
Eeth'e nach alle möglichen Werthe ertheilt, aus allen Flächen zweiter 
Ordnung, welche durch eine gewisse räumliche Curve vierter Ordnung 
hindurch geben, nämlich durch die Schnittcurve der Flächen ß und $. 

Nun ist es eine für uns wichtige Frage, wie viele Kegel iu diesem 
Büschel enthalten sind. Die Bedingung dafür, dass eine Fläche zweiter 
Ordnung in einen Kegel ausartet, besteht, wie schon gesagt, im Ver- 
schwinden ihrer Discriminante. Damit also ein Kegel im Büschel auf- 
treten soll, muss X einen Werth haben, welcher der Gleichung genUgt: 

I Xai, — bit\ =0. 
Diese Gleichung ist aber vom vierten Grade in X und hat also im, all- 
gemeinen vier verschiedene Wurzeln. Ein Büschel von Flächen mcettcr 
Ordnung enthält also int allgemeinen vier Kegel. 

Die Spitzen dieser Kegel bilden die Ecken eines Tetraeders, 
welches wir mit . Vortheii als Coordinateutetraeder benutzen können. ' 
In der That haben die Gleichungen zweier Kegel, deren Spitzen in den 
Ecken a^^ = 3;o = a^^ == bezw. x^^ x^^ x^ = liegen,' offenbar die 
(xestalt: 

K= C| Xj^ -f- c^ X2^ + C3 3^/ + ÄXjX^ + Bx^x^ 4" C x^x, = 0, 
bezw. 

K'^^ c^'x^^ + Gj'^j^ + c^x^^ + B'x^x^ -f- D'x^x^ -\- E'x^x^ = 0. 
Zur Herstellung der Gleichung des Büschels können ■ aber ebensogut 
die Kwei Kegel K und K' dienen, wie irgendwelche andere zwei 
Flächen des Büschels. Diese Gleichung können wir also schreiben: • 

K^XK-^0. 
Durch passende Wahl des Parameters i. muss man dann jede Fläche 
des Büschels bekommen können, also insbesondere denjenigen Kegel 
des Büschels, dessen Spitze in der Ecke x^= Xi = x^^O liegt. Die 
Gleichung dieses Kegels enthält keine- Glieder mit x^x^ und x^^x^; 
damit aber diese Glieder aus der Gleichung K— IK'= herausfallen 
können, ist es nothwendig, dass die Coefficienten A und E' in K und 
K^ selber verschwinden. Auf ganz dieselbe Weise zeigt man, dass 
B = C= B'= I)'=0. Folglich hat die Gleichung des Plächen- 
büschels die Gestalt: 
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14 Kapitel 1, §§ 3, 4. 

* q^i^ + (c^ — ^c^^x^ -\- (Ca — ^Cg')Xy' — Iclxl =^ 0. 

Die Grleichung einer jeden Fläche des Büschels enthält also nur die 
Quadrate der Ooordinaten, und wir können sagen: 

Die Spitzen der vier im Büschel enthaltenen Kegel bilden die Ecken 
eines dem ganzen Süsdiel gemeinsamen Polartetraeders. 

Zugleich haben wir den Satz bewiesen: 

Ein heliebig gewähltes .Paar von Flächen sweiter Ordnung hat im 
allgemeinen ein gemeinsames Polartetraeder. 

. Es ist leicht zu sehen, dass im allgemeinen auch nur ein solches 
Tetra-eder existirt. 

g 4. TJeber Collineation. 

Die eigentliche Grundlage der projectiven Geometrie bildet die 
Transformation, von welcher wir in diesem Paragraphen handeln 
wollen, und welche wir folgendermasaen definiren: 

Eine CollineaUim ist eine Transformation, welche jeden Punkt 
(x^, x^, Xg, x^) in einen anderen Punlct {x^, x^, x^, x^) derart üher- 
fUhrt, dass die neuen Tetraedercoordinaten des betreffende Punktes ganzen 
■ linearen Functionen der alten proportional sind. 

Die Transformation wird also durch Formeln folgender Gestalt 
ausgedrückt: 



QXi 



=2«" 



(wo natürlich «,* und k*,- im allgemeinen zwei verschiedene Constanten 
sind). Es ist wichtig, die Uebereinstimmung dieser Formeln mit den 
Formeln für die Coordinatentransformation {Seite 12) zu bemerken. 
Der Unterschied liegt natürlich darin, dass Xi und xi jetzt zwei ver- 
schiedene Punkte sind, bezogen auf ein und dasselbe Coordinaten- 
'system, während damals Xi und Xi ein und denselbeu Punkt dar- 
stellten, bezogen- auf zwei verschiedene Coordinaten Systeme. 

Aus bekannten algebraischen Sätzen wissen wir, dass umgekehrt 
die Xi ganzen linearen Functionen der xi proportional sein werden, 
falls nicht die Determinante . an, \ der Coefßcienten verschwindet. 

Im Folgenden wollen wir immer annehmen, dass diese Deter- 
minante nicht verschwindet, um die Merkwürdigkeit zu vermeiden, dass 
die Coliineafci<tn den ganzen Raum in eine einzige Ebene transformirt. 

Die wichtigsten Eigenschaften der Collineation lassen sich direct 
aus der oben gegebenen Definition derselben ableiten. Zunächst sehen 
wir, da die Transformationsformeln vom ersten Grade sind, dass jede 
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TJeber CoUineation. _ 15 

Ebene in eine andere Ehene übergeht. Da nun eine Gerade als Schnitt 
zweier Ebenen angesehen werden kanii, so folgt hieraus, dass jede 
Gerade in eine Gerade übergeht, eine Eigenschaft, von welcher der 
Name Colhneation selber entnommen ist. , 

Aber noch allgemeiner können wir aus demselben Grunde sagen: 
Die Ordnung einer beliebigmi Curve oder Fläche wird dv^eh CoUineation 
nicht geändert. Oder wie man sich auch häufig ausdrückt: die Ordnung 
von Curven und Flächen ist bei CoUineation invariant*). 

Jede CoUineation hat sechzehn Coefficienten, hiervon sind aber 
offenbar nur die fünfzehn Verhältnisse wesentlich, und dies drücken 
wir dadurch aus, dass wir sagen: 

Es gicbt cx)'-^ CotlineaUonen des Eaumes. 

Diese 15 wesentlichen Gonstanten können natürlich auf sehr ver- 
schiedene Weisen bestimmt werden; so z. B. dadurch, dass man ver- 
langt, die CoUineation solle fünf gegebene Punkte bezw. in fünf an- 
dere gegebene" Punkte überführen. Für uns ist es aber wichtiger zu 
bemerken, dass die Coefficienten der Transformation so bestimmt 
werden können (und zwar auf unendlich viele Weisep), dass eine ge- 
. gebene Fläche zweiter Ordnung in eine andere gegebene Fläche zweiter 
Ordnung übergeht. In der That hat jede Fläche zweiter Ordnung 9 
wesentliche Coefficienten. Wenn also eine gegebene Flache zweiter 
Ordnung in eine andere übergeführt werden soll, werden wir 9 Be- 
diugungs gleich un gen zwischen" den 15 Goefficienten der Transformation 
haben. Hiernach sagen wir: 

Es giebt rxß Collineationen, welche eine gegebene Fläche zweiter Ord- 
nung in eine andere gegeben^ Fläche stoeiter^ Ordnung überführen **). 

Ein wichtiger Specialfall hiervon ist: 

Es giebt oo" Collineationen, welche eine gegebene Fläche zweiter Ord- 
nung in sich selbst überführen. 

Noch eine sehr specielle CoUineation haben wir zu besprechen, 
welche wir als projective Spiegelung bezeichnen wollen. Betrachten 
wir die CoUineation: QX^'^ — x^, pa:/= x^, 92:3'= %, qx^ = x^, wo 
die drei Coordiuaten x^, x^, x^ nicht geändert werden, die vierte x^ 



*) Eine zweite wichtige Invarianteneigenaohafl der CoUineation bedekt eich 
auf iten BegriiF des Doppeh'erhältnisses. Da wir dieselbe aber späterhin nur bei- 
läufig gebrauchen werden, gejien wir an dieser Stelle nicht näher darauf ein. 

**) Die einfache Conatant-e nabzäh lung des Textes ist freilich nicht genügend, 
lim diesen Satz streng zu beweisen. Hierüber yergl. man Cleböch-Lindemann 
„Geometrie" Bd. II, S. 356. 
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H; Kii|iitel 1, S 4. Kapitel '2, s !. 

aber das entgegengesetzte Vorzeicheu bekommt. Diest; Trans für matiun 
läsat offenbar jeden Punkt der Ebene a;^ = U, sowie auch den Punkt 
x^ ^ Xg = x^ = ungeäodert, und wir. wollen sie als projeclive Spiege- 
lung in Bemtg auf diese Eltme und diesen Pu^üct bezeichnen. Die Natur 
der Transformation sieht man mit Leichtigkeit ein. Zunächst wird, 
da die Coordinaten Xj, x^, x^ nicht geändert werden, jeder Punkt P 
mit einem Punkte F' derart vertauscht, dass die Gerade PP' durch 
den Punkt x^ = x^ =^ Xi = hindurchgeht. Dann aber findet man 
ferner, etwa durch direete Nachrechnung von det ursprünglichen De- 
finition der Tetraedercoordinaten ausgehend, daas, wenn man durch 
Q den Punkt bezeichnet, in welchem die Ebene y;^ = von der Ge- 
raden Fl*' geschnitten wird, die Punkte x^ =' x^ == x^ = und Q 
durch die Punkte I'F' harmonisch getheilt sind. Wir können also 
folgendermassen definiren: 

Ms projective Spiegelung in Ikmg auf eine Ebene E und einen 
Punkt E heseidinen wir die Transformation, iveldie darin besteht, jeden 
Fv/t&t P mit demjenigen Funlcte P' sa vertausclwn, welcher auf da; Ge- 
raden FE liegt, .wnd (uienn Q den SdmittpunU dieser Gnaden und dm- 
Eiene E hezeieknet) mit EPQ den vierten imrmontsehen Punkt bildet. 

Die Benennung „projective Spiegelung" hat natürlich ihre Be- 
rechtigung darin, dass diese Transformation die Verallgemeinerung der 
gewöhnlichen Spiegelung ist. In der That, wenn der Punkt E der 
unendlich ferne Punkt einer auf E senkrechten (jeraden ist, haben wir 
gewöhnliche Spiegelung in Eezug auf die Ebene E. 

Zürn Schlüsse dieses Kapitels kehren wir zur üeberschrift des- 
selben zurück, indem wir folgendermassen definiren: 

■ Die projective Geometrie beschäftigt sich nur mit solchen geomdri- 
s<Aen Eigenscftaften von Figuren, welche in Jiezug auf (Mlineation in- 
variant sind. 

Hierauf gehen wir im aweiten Paragraphen des nächsten Kapitels 
näher ein. 

NatürUüh kaun die CoUineation ohne Gebrauch von Tetraeder- 
coordinaten, etwa auf rein synthetischem Wege, definirt werden, und 
folglich auch die ganze projective Geoilietrie unabhängig von den 
Tetraedercoordinaten aufgebaut werden. Dieses Coordinatensystem ist 
aber das natÜrHchste analytische Instrument zur Behandlung der" pro- 
jectiven Geometrie. 

Auch spricht mau in der projectiven Geometrie von der unend- 
lich fernen Ebene, ganz abgesehen vom System der Tetraedercoor- 
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Ueber Inyeraion. 17 

, weil bei einer Collineation das Unendlicbferne die Rolle einer 
Ebene spielt, d. b, sämmtlicbe unendlich ferne Punkte gehen in die 
Punkte einer einzigen Ebene über, wahrend eine andere Ebene ganz 
ins Unendliche geworfen wird. 



Kapitel 2. 

TJel)ep die Geometrie der reeippoken Radien. 

§ 1. TJeber Inversion. 

Die Transformation durch reciproke Radien oder Inversion, welche 
im Folgenden eine Hauptrolle spielen wird, besteht bekanntlich darin, 
dass ein beliebiger Punkt als Pol angenommen und dann jeder 
Punkt P mit einem Punkt P' in der Weise vertauscht wird, dass die 
Punkte OFF" auf einer Geraden liegen, und das Product OP-OP' 
einen constanten Wert hat, den man häufig der Einfachheit halber 
gleich 1 wählt, welchen wir aber mit «^ bezeichnen wollen. 

Es ist klar, dass bei dieser Transformation jeder Punkt der Kugel 
mit dem Radius a und mit als Mittelpunkt ungeändert bleibt, wäh- 
rend das Innere dieser Kugel mit dem Aeuaseren derselben vertauscht 
wird. Insbesondere wird der Mittelpunkt dieser Kugel ins Unendliche 
geworfen, während sämmtiiche uuendlich ferne Punkte in den einen 
Punkt übergehen. Hiemach spricht man bei der Inversion von dem 
unendlich fernen Punkte, nicht wie bei der Collineation von der unend- 
lich fernen Ebene. 

Nun hat bekanntlich die Inversion folgende zwei Grundeigen- 
schafteu, welche wir sofort als Invarianteneigenschaften erkennen: 

1) Jede Kugel geht durch Invasion in eine Kugel über. 

2) Der Winkel, weldien swei Curveii oder Flächen mit einander 
bilden, wird durch eine Inversion nicht geändert. 

Damit der erste dieser zwei Sätze ganz allgemein seine Gültig- 
keit behält, muss man allerdings unter den Namen Kugel auch die 
unendlich grosse Kugel, d. h. die Ebene verstehen, denn sofern eine 
Kugel durch das Inversionscentrum hindurch geht, wird sie in eine 
Ebene transformirt, und umgekehrt geht jede Ebene in eine Kugel 
durch über. 

Da ferner die Schnitte von Kugeln Kreise sind, folgt unmittelbar 
aus dem ersten der oben angeführten Sätze, dass, sofern man nur 
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eine gerade Linie als unendlich grossen Kreis ansieht, Kreise bei In- 
version allgemein in Kreise übergehen. 

Obwohl die oben gegebene Definition der Inversion vom elemen- 
taren Standpunlite aus als die einfachste erscheint, so wollen wir doch 
noch eine zweite geben, welche den Vortheil hat, nnr von Kugeln, 
Kreisen und Winkeln Gebrauch zu machen, nicht aber von Längen- 
messungen, welch' letztere ja in Bezug auf luTersion nicht invariant 
sind. Hierzu schicken wir zunächst folgende Definition voraus: 

Zwei Funkte heissen symmetrisch in Beeng auf eine Kugelfläche, 
tvenn sämmtliche durch beide Punkte hindurchgehende Kreise die Kugel 
orthogonal schneiden. 

Wenn man diese Definition auf eine Ebene anwendet, bekommt 
man offenbar die gewöhnliche Symmetrie. 

Gerade wie man nun gewöhnlieh von einer Spiegeluag in Bezug 
auf eine Ebene spricht, so werden wir jetzt verallgemeinernd diejenige 
Transformation als Spiegelung in Bezug auf eine Ku^elfläche bezeichnen, 
welche darin besteht, dass jeder Punkt in denjenigen Punkt über- 
geführt wird, welcher mit ihm in Bezug auf die betreffende Kugel- 
fläche symmetrisch liegt; und nun zeigt man leicht, dass Spiegelung 
in Bezug auf eine Kugelfläche mit dem Mittelpunkt in und mit dem 
Bxidius a genau mit der oben besprochenen Inversion übereinstimmt. 

Hierin haben wir denn die oben versprochene neue Definition der 
Inversion. 

Da fernei die soeben besproLhene Symmetrie vermöge Kreise, 
Kugeln und Winkel definirt ist, sehen wir dass nenn mei Piffdte 
symmetrisch m Btzug auf nne Kugdflache liegen sie auch nach cmei 
leli^gen Inve>sm\ tymmettisdi m Bezug auf die tnierttrte Kwidfluclu 
liegen werden 

§ 2, Ueber verschiedene Arten der Geometrie *). 

Ehe wir jetzt zur Geometrie der reciproken Kadieu übergehen 
müssen wir einige W ite bei zwe an lere geometricle Systeme voi 
ausschicken, nämlich über de elemeita e Geomct e unl de jnojectvp 
Geometrie. Wir behaupten lann z nickst Folgen le 

*) In dieEfm Pa,ragailen hal en enge vu len K tfa ungen zu be 

sprechen, welclie von F Kle n n nm L Ung P ogran m Verglectend 
Betrachtungen über neuere geomet a he ForEohnngen ( v eder ahgedmckt Math 
Aun. Bd. 43) bereits im Tahre 18 " entwi kelt e nd De Iben Tdeee hat Herr 
Klein ne^le^ding^ in eo non utoga^hrten Vor e ung ber höterH Ceometr e 

(zwei Hefti', l'*(12-<l'i> BeaT-üt n" la pe t 
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üeber verschiedene Arten der Geometrie. 19 

In der elementaren Geometrie het^achtet man alle diejenigen Eigen- 
scliaften einer Figur als geometrisch wesmtlich, welche durch heUebige Be- 
wegungen, Äehnlickkeitstransfonnationm und Spiegelungen*) des Baumes 
nidit geändert werden, aUe anderen Etgenschaßen aber als unwesentlich. 

Durch diesen Satz soll nur die fast triviale Thatsache betoEt 
werden, dass die Lage einei Figur, und die Grosse des Massstaba, 
uacli welchem sie gezeichnet ist, kernen Emflu&i auf die geometrischen 
Eigenschaften der Figur haben, und (Ja'.-, '((.hhesshch die Drehrich- 
tungen rechts herum und links herum nur insofern von einander 
geometrisch unterschieden werden können, als die eme die entgegen- 
gesetzte von der anderen ist. 

Jetzt fahren wir fort, indem wir sagen: 

In der projectiven Geomstrie betrachtet man nur solche Eigenschaften 
von Figuren als geometrisch wesentlich, welche nicht Uoss in Besvg auf 
die soeben genanntm elementaren Transformationen des Maumes, sondern 
auch in Bezug auf beliebige CoUineaUon invariant sind. 

Es ist also zunächst in der projectiven Geometrie keine Rede von 
den metrischen Eigenschaften der vorgelegten Figuren, da dieselben 
durch eine Collineation vollständig geändert werden. Andererseits 
sind zwei Figuren als im Wesentlichen identisch anzusehen, wenn 
durch eine Collineation die eine in die andere übergeführt werden 
kann. So ist z. B, zwischen einer Ellipse oder Hyperbel und einem 
Kreise nicht zu unterscheiden, trotzdem sie vom elementar -geometri- 
schen Standpunkte ans ganz verschiedene Eigenschaften besitzen. 

Wir kommen jetzt zur Geometrie der reciproken Radien, wo wir 
ausser den elementaren Transformationen (Bewegungen, Aehnlichkeits- 
transformationeu und Spiegelungen) noch die Inversion betrachten. 
Die Gesammtheit der soeben genannten Transformationen bezeichnen 
wir, dem Sprach gebrauche von Möbius folgend, als Kr eis Verwandt- 
schaften, indem sie unter allen anderen Pnnkttransformationen **) da- 
durch charakterisirt sind, dass sie jeden Kreis des Raumes in einen 
anderen Kreis überführen. Wir bezeichnen nun mit folgenden Worten 
den Gesichtspunkt der Geometrie der reciproken Radien***): 

•} Es soll hier wie überall, wo nicht auadriicklieh von Spiegelung an Eugel- 
flächen oder von projectiver Spiegelung die Rede ist, unter Spiegelung gewöhn- 
liche Spiegelung in Bezug auf eine Ebene verstanden sein. 

'*) D. h. Transformationen, welche Punkte in Punkte überführen. 

***) Mao bemerke, daes wir die elementaren Tranaformatioaen, von denen es 

oo' giebt, nach zwei verschiedenen Richtungen hin erweitert haben; erstens zu 

der Gesammtheit der Collineationen, von denen es oo'^ giebt, und zweitens zu 

der Geaarnmtheit der Kreis Verwandtschaften, von denen es oo'" giebt. Hiernach 
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20 Kap tel §§2 3 

Jn der ( o ei e hi eep okei Bad h t alt t an niii- solche 
Eigenschaßen o Fgu m ah geomet d iiet^ tl d veklte in Bemg 
auf helidnge K e sie andtschaft itia la l i-n^ 

Wir brauchen an d eser Stelle n cht naher auf 1 Eigenschaften 
einzugehen, wel he n Bez luf Kre verwandt haft nvariant sind, 
da dieselben off nba m t denjen gen bere ust mme veiche in Be- 
zug auf Inver n nvar ant n ! und elcl e w m vorigen Para- 
graphen bespro hen habe Selbstve tanllcl werien wir auch in 
der Geometrie 1er e prok n Ral e von d u endl h fernen Funkte 
sprechen, nicht w n 1 p oje t ven C eom t v n ier unendlich 
fernen Ebene, 

Es mag aber noch bemerkt werden, dass in der Geometrie der 
reeiproken Radien der Unterschied zwischen Kugel und Ebene, sowie 
auch zwischen Kreis und Gerade nur ein unwesentlicher iat^ insofern 
jede Kugel in jede Ebene durch Kreia Verwandtschaft übergeführt 
werden kann, oder wie wir kurz sagen wollen: jede Kugel ist mit 
jeder Ebene kreisverwandt. Aehulicbes gilt von Kreis und Gerade. 
Vom Standpunkte der Geometrie der reeiproken Radien aus besteht 
offenbar der Unterschied zwischen Kugel und Ebene darin, dass eine 
Ebene durch den unendlich fernen Punkt hindurchgeht, eine gewöhn- 
liehe Kugel nicht. Ebenso ist eine Gerade als Kreis zu betrachten, 
welcher durch den unendlich fernen Punkt hindurchgeht 

Ehe wir übrigens auf die Geometrie der reeiproken Radien näher 
eingehen, wollen wir ein Coordinaten System einführen, welches zur Be- 
handlung der sich nunmehr aufdrängenden Fragen ebenso geeignet ist, 
wie es die Tetraeder coordinaten zur Behandlung der projeetiven Geome- 
trie sind. Dies wollen wir aber zunächst für die Geometrie der reei- 
proken Radien in zwei Dimensionen (d. h. in der Ebene) ausführen. 
Hier werden wir natürlich gerade wie im Eaume von dem unendlich 
fernen Punkte sprechen, während die unendlich ferne Gerade der 
projeetiven Geometrie, sowie auch die Kreispunkte für uns nicht 
existiren*). 



lad projeüti\p & ometriu unl deometrie der läciprokeu Kddien als uebeaeiD 
and er stellende Erweiterungen dpr elementaren Geometrie anzisehen Sie sind 
geradezu ^Lhwesterdiaciplinen und es tiraucht nicht etwa die Inversion wie dies 
ui den meisten Lehrbüchern geschieht bloss al eine ipeeiplli; allerdings be'on 
deiB inteiesaantp höhere Transfirmatui i in bebitt ler i.rujectivBn Ijeonietuc \vd 
gefa st zu werden 

*■> ^eigl jedoch die Bernnrliimg S 27 
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lleciprütu Kadien und piojective Geometrie. 



g 3. Zusammenbang zwischen der Geometrie der reciproken Badien 
der Ebene und der projectiven Geometrie des EamneB*). 

Wir haben es in diesem Paragraphen mit Kreisverwandtsehaften 
einer Ebene zu thun, zu deren Behandlung die stereographisehe Pro- 
jection der Ebene auf eine Kugel ein bekanntes Hülfsmütel liefert. 
Fassen wir also eine Kugel von Radius Eins ins Auge, deren Mittel- 
punkt in der betreffenden Ebene liegt, und bezeichnen wir als Nord- 
und Sudpol {N und S) dieser Kugel die Punkte, in welchen sie von 
einer zu der Ebene in senkrechten Geraden getroffen wird, Pro- 
jieiren wir nun die Ebene auf die Kugel vermittelst Strahlen, welche 
durch den Nordpol der Kugel gehen. Die so hergestellte stereogra- 
phisehe Projection können wir dann folgend er massen in Formeln 
ausdrücken. Es sei x, y, t ein System von homogen gemachten 
rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten in der Ebene mit dem An- 
fangspunkte in 0; und es sei g, ij, g, r ein ebensolches System im 
Räume, wo die |- und Tj-Axen mit den x- und y-Xxen des ersten 
Systems zusammenfallen. Dann werden die Coordinaten S, tj, £, t 
eines beliebigen Kugelpunktes mit den Coordinaten x, y, t des ent- 
sprechenden Punktes der Ebene durch folgende Formeln verbunden : 



ti-Sxt, 


»»-£, 




oder 2~l' 


fT-^ + f + t', 


Ir + i' + f 



^ = 0. 

Diese stereographische Projection hat nun bekanntermassen fol- 
gende zwei Haupteigenschaften**): 

1) Kreise auf der Kugel werden in Kreise (bezw. Geraden) auf der 
Ebene projicirt. 

2) Winkel werden durch stereographisehe Projection nicht ge- 
ändert. 

Fassen wir nun diejenigen Collineationen des Raumes ins Auge, 
welche unsere Kugel in sich selbst überführen. Jede solche CoUinea- 
tion giebt eine Transformation der Kugelflache in aieh, welcher durch 
die stereographisehe Projection eine gewisse Transformation der Ebene 



*) Man vergl. neben dem soeben erwabnten Programm von Klein, deBsen 

Aufsatz in Math. Arm. Bd. 6, „Ueber Liniengeometrie und metriaclie GeometriP" 

**) Daaa dem bo ist, aiebt man am leichtesten dadurch ein, dass man be 

merkt, daas die stereographisehe Projection dieaplbt Beziehung zwischen Lbene 

und Kugel herstellt, wie eine gewisse luTeriion dea Riumpa 
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22 Kapitel 3, § 3. 

in sich entspricht. Nun hithen alle dicae Ti-ausionuat innen der Kugel 
offenbar die Eigenschaft, dasa sie sämmtliche Kreise* auf der Kugel in 
andere Kreise überführen (denn Kreise sind ja ebene Schnitte der 
Kugel, und Ebenen gehen durch Collineation in Ebenen über). Das- 
selbe gilt also auch von den entsprechenden ebenen Transformationen, 
welche also in dieser wichtigen Beziehung mit den Kreisverwandt- 
Schäften übereinstimmen*). Wenn wir ferner bemerken (vgl. S. lÖJ, 
dasa es oo*' Collineationen gjebt, welche eine Kugel in sich trausfor- 
miren, und auch oo" Kreis verwandt Schäften der Ebene, so liegt es sehr 
nahe, die Richtigkeit folgenden Satzes zu vermuthen; 

Die Gesammtheit derjenigen HaumcolUneationen, wekhe die Kugel in 
sich üherßhren, ent^rickt geradezu vermittelst der stereograpldsclmi Pro- 
jection der Gesammtlmt der Kreisverwandtschaften der Ehme. 

Oder wie wir auch kurz sagen können: 

Die Geometrie der reciproken Badien der Ebene ist die stereogra- 
phische Frojection der prqjecliven Geotnetrie auf einer Kugelfläche. 

Diesen Satz, welcher für uns späterhin von fundamentaler Be- 
deutung sein wirdj wollen wir jetzt noch ausführlich begründen. Als 
ersten Schritt hierzu wollen wir den, auch aa und für sich wichtigen 
Satz beweisen: 

Jede priyjective Spiegelung, welche die Kiigetfläclie in sich transformirt, 
entspricht durch stereographiscke Frojectim eine}- Inversion der Eiene, 
und umgekehrt. 

Man betrachte nämlich eine projective Spiegelung in Bezug auf 
eine Ebene E und einen Punkt li. Damit diese Spiegelung die Kugel 
in sich transformiren soll, ist offenbar nothwendig und hinreichend, 
dass E und E Pol uüd Polare in Bezug auf die Kugel sein müssen. 
Seien nun P und P' irgend zwei Punkte der Kugel, welche durch die 
projective Spiegelung mit einander vertauscht werden, und sei K der 
Kreis, in welchem die Kugel von der Ebene E geschnitten wird. Nun 
beweist man in der elementaren Stereometrie, dasa jede durch li hin- 
durchgehende Ebene he Kugel in einem Kreise schnei iet welchei s nk 
leeht aut K steht Foi^liLh stehen sammthche Kiei e der Ku^el 
welche duich P und F hm lurchgehen auf Ä senkrecht V^ enn wii 
also auf he Ebene steieugraphisch projiciren, bekommen wn eine 
Transformation, welche die Punkte dei Ebene derait paarweise mit 
tinuider \eitauscht, das-) wenn p nn\ p ir^jenl zwei Punkt sind 

*) DasiS sie ducb die z e te Grundeigenschaft der KreisTt-r vandt halt haben 
Winkel ungcanleit au la'iocn konnten wir m t Lei htigkeit sehen wem wir 
die imagin ren seradlin gen Erzeugtnden de Kugel ) c u kaiclitigond auf die j i 
j tive Deümt on de W mLi.l-' e n„«liea wol t n 
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Reciproke Radien und projective Geometrie. 23 

welche sich mit einander vertauselien, alle Kreise durch dieselben einen 
festen Kreis h, nämlich das Bild von K, senkrecht schneiden. Wir 
haben es also (vergl. S. 18) mit einer Inversion zu thun. 

Nun kann aber jede Kreisrerwandtscliaft aus einer Inversion und 
einer elementaren Transformation zusammengesetzt werden. Um also 
zu beweisen, dass jede Kreisverwandtschaft einer CoUineation des 
Raumes entspricht, welche die Kugel in sich überfülitt, brauchen wir 
jetzt nur das Gleiche für die elementaren Transformationen zu be- 
weisen. 

Hierzu bemerken wir, dass jede elementare Transformation der 
Ebene aus einer Drehung derselben um einen beliebig gewählten 
Punkt, etwa den Mittelpunkt der Kugel, einer AehoUchkeitstrans- 
formation von diesem Punkte aus, einer Parallelverschiebung der 
Ebene iii sieh, und eventuell einer Spiegelung an einer durch hin-, 
durchgehenden Geraden zusammengesetzt werden kann. Wir wollen 
nun zeigen, dass jede einzelne dieser Componeuten einer CoUineation 
des Raumes entspricht, die die fundamentale Kugel in sich überfuhrt. 

Dies ist für die Drehung und die Spiegelung ohue Weiteres evi- 
dent, denn sie entsprechen einer Drehung des Raumes um die Axe 
der Kugel bezw, einer Spiegelung des Raumes an einer durch diese 
Äxe hindurchgehenden Ebene. 

Die A ehnlichkeits trän B form ation wird durch die Formeln: 
pa;'-= ax, Qi/= ay, Qt'= t 

ausgedrückt, und diese Formeln ergeben sich auch, wenn wir die 
Kugel der CoUineation; 

67;'= (HJ, 

"■-■i^'g + •-+-'. 

unterwerfen, und dann vermöge der Formeln von Seite 21 diese Trans- 
formation auf die Ebene übertragen. 

Ebenso bekommt uian die Parallelverschiebung*): 

Qx ^ j:, -\- at, pj/'= y, pf = t 

aus der CoUineation: 



*) Di« Eiclitung der ParaJlelvei'aohiebung kau 
wählen, wie hier stillschweigend gethan worden istN 
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ör-= S - at + at, 

flr = ae - ■;'£ +-t-''"^- 

Hierdurch ist uuii der Satz bewiesen, dass jede Kreisverwandt- 
schaft der Ebene einer Collineation der Kugel in sieh entspricht. Aber 
auch die ümkehning dieses Satzes ist für uns wichtig, dass nämlich 
jede Collineation der Kugel in sich einer Kreisver wand tschaft ent- 
spricht. Um dies zu beweisen, verfahren wir folgendermassen : Zu- 
nächst ist es klar, dass jede Collineation der Kugel in sieh als be- 
stehend aus einer projectiveu Spiegelung und einer Collineation der 
, Kugel in sich, welche den Nordpol fest läset, gedacht werden kann. Um 
unseren Satz zu beweisen, wird also dem Voraufgeh enden zufolge nur 
noch zu zeigen sein, dass jede Collineation der Kugel in sich, welche 
den Nordpol ungeändert lässt, einer elementaren Transformation der 
Ebene entspricht. 

Jede solche Collineation der Kugel in sich kann aber wieder in 
zwei Transformationen zerlegt werden, nämlich in eine Collineation 
vom Typus (B), welche einer Parallel Verschiebung der Ebene ent- 
spricht, und einer Collineation der Kugel in sieh, welche beide Pole 
fest lässt; und wir wollen jetzt zeigen, dass eine Collineation der 
letzten Art einer Transformation der Ebene entspricht, welche aus 
einer Drehung um den Punkt 0, einer Aehnlichkeitstransformation 
von demselben Punkte aus, ev. verbunden mit einer Spiegelung an 
einer durch diesen Punkt hindurchgehenden Geraden zusammengesetzt ist. 

Zunächst bemerken wir, dass die zu betrachtende Colhneation, da 
sie die beiden Pole der Kugel fest lässt, auch die Tangentialebenen 
in diesen Punkten in sich selbst transformiren wird und folglich auch 
ihre SchnittHnie die unendlich ferne Gerade der |^- Ebene. Hieraus 
folgt, dass jeder Breitenkreis der Kugel iu einen anderen Breitenkreis 
transformirt wird. Wir können hiernach die Collineation wieder in 
zwei Theile zerlegen, von denen der erste vom Typus (Ä) ist und 
folglich einer Aehnlichkeitstransformation der Ebene entspricht, wäh- 
rend der zweite nebst den beiden Polen auch den Aequator in sieh 
überführt. Dass nun diese letzte Collineation einer Drehung der Ebene 
um den Punkt ev, verbunden mit einer Spiegelung entspricht, 
sehen wir sofort, wenn wir die Formeln einer Collineation hin- 
schreiben, welche den obigen Bedingungen genügt 

Hiermit haben wir den Satz von Seite 22 bewiesen. 
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§ 4. Einführung tetraoyeliacher Coordinaten. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, wie man die Geome- 
trie der reciproken Radien der Ebene auf die projective Geometrie des 
Raumes zurückführen kann. Nun wissen wir aber, dasa zum Studium 
der projectiven Geometrie des Raumes man zweekmassigerweiae Te- 
traedercoordinaten gebraucht. Wir führen daher ein beliebiges solches 
Coordinfitensystem x^, X2, x^, x^ ein, und schreiben die Gleichung 
der Kugel, auf welche wir die Ebene stereographisch bezogen haben: 
ü =^ 0. Durch geeignete Wahl des Coordinatensystems kann man 
dieses ß zu einer beliebigen quaternären quadratischen Form der 
X von nicht verschwindender Discriminante machen. Diese Coor- 
dinatenbestimmung übertragen wir dann auf die Ebene, indem wir ein- 
fach jedem Punkte der Ebene dieselben Coordinaten »,, x.2, x^, x^ 
zuordnen, welche der entsprechende Punkt der Kugel besitzt. Die 
x^, Xg, x^, x^ sind dabei natürlich immer durch die Relation ü ^ 
verbunden. Wir wollen dabei ausdrücklich bemerken, dass auf diese 
Weise nur die drei Verhältnisse der vier Coordinaten eines Punktes der 
Ebene bestimmt werden, so dass, da diese drei Verhältnisse noch 
der Relation ß = unterworfen sind, wir es in Wirklichkeit mit 
nur zwei unabhängigen Grossen zu thnn Iiaben, wie es in der Ebene 
sein muss. 

Indem wir nun diese Grössen Xi als Coordinaten in der Ebene be- 
nutzen wollen, ist es natürlich wünschenswerth, sie auch in der Ebene 
zu definiren, ohne auf den Raum Bezug zu nehmen. Zu diesem Zwecke 
fassen wir die vier Gleichungen: 

Xi=0, x^ = 0, x.^ = 0, x^ = 

ins Auge. Dieselben stellen im Räume vier Ebenen dar — die vier 
Seitenflächen des Coordinatentetraeders. Sie stellen also auf der 
Kugel ß = 0, und folglich auch in der Ebene, vier Kreise dar. Dem- 
entsprechend wollen wir die Coordinaten Xi in der Ebene tetracycUsche 
Coordinaten nennen, und die vier Kreise Xi^O die Grundkreise des 
Coordinatensystems, 

Um die Coordinaten weiter zu bestimmen, legen wir zunächst 
im Räume das schon früher benutzte System rechtwinkliger homo- 
gener Coordinaten |, ij, §, z zu Grunde. Aus diesem speciellen Coor- 
djnatensystem bekommt man das allgemeine System der Tetraeder- 
coordinaten x^, x^, x^, x^ durch die lineare Substitution: 
QXi = A^i + B.n + CS -I- Ar. 
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Zieht mau nun die Formeln für die ste reo graphische Projectioii 
(Seite 21) zu Hülfe, so sieht man, dass die tetrucyclischeii Coordina- 
fcen Xi eines Punktes der Ebene durch folgende Formeln vermittelst 
der Coordinaten x, y, t ausgedrückt werden: 

SI, - 2A,xl + 2B,yt + C,(I' + f - t') + B;(a:> + <f + f). 

Führen wir jetzt gewöhnliche Cartesiache Coordinaten X^ --, Y= j 
ein, so können wir schreiben: 

r 2^.X + 2£.r— C. + !)■-[ 

^ . ^, = (c, + Ä) [x' +Y'+ ^c,; -i).— — ] . 

wo 7y ein beliebiger allen xt gemeinsamer Proportionalitätsfaetor ist. 
Bedenken wir nun, dass der Werth des Ausdrucks: 

A'= + 1-. + „X + ^1-+ y 

in einem beliebigen Punkte X., Y einfach die Potenz*) dieses Punktes 
ist in Bezug auf den Kreis: 

X' + Y' + „X + ßY+r-0, 
so sehen wir sofort, dass wir folgendermassen defiuiren können: 

Die letracyclischm Coordinateit x^, x^, x^, x^ eines Punktes der 
Ebene sind proportional beliebig m wählenden Yielfadieih der Foteneen 
des betreffmd^t Punktes in Bezug auf vier beliebig m wählende Grund- 
Jcreise **). Ztvisohen den so definirten Grössen besteht eine homogene qua- 
dratische Gleichung ß = vojt nicht verschwindender Discriminante. 

Da dieser Gleichung ß ^ durch die Coordinaten eines jeden 
Kaumpunktes genügt wird, so wollen wir dieselbe in Zukunft eine 
Identität nennen. 

Die weitere Gestalt dieser Identität ü = hängt natürlich von 
der besonderen Wahl des Coordinatenejstems ab. Hierauf gehen wir 
im folgenden Paragraphen näher ein. 

Die Eigenschaften der tetracydisehen Coordinaten, welche natür- 
lich ans der obenstehendeu Definition direct abgeleitet werden könn- 

*) Als Potenz emes Punktes P io Bezug auf einen Kreis bezeichnet luan 
nach Steioer das Product tiijr Segmente FQ, FE einer beliebigen Secant« durcli 
P, welche den Kreis in Q und M trifft. Für Punkte innerhalb des Kreiaes wird 
diese Potenz offenbar negativ sein, füu andere Punkte positiv. 

**) Allerdings därfen die vier Grundkreise nicht eämmtlith auf einem fünften 
reellen oder imaginären Kreise orthogonal Ktehen, denn dann würden alle vier 
Seitenflächen des Coordinatentetraeders im Ranme durch eioen Punkt gehen, und 
es würden die Coordinaten nicht mehr sämmtlich \on ciuandtT liiiea.) unab- 
hängig s«u. 
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ten, erhält man jedoch am einfachsten durch Bezugnahme auf die 
Stereo graphig che Projection der Ebene auf eine Kugel und mit Be- 
rücksichtigung der im vorigen Kapitel auseinandergesetzten Lehrsätze 
der projectiven Geometrie des Raumes. Hier wollen wir nur zwei 
Sätze aufstellen, welche sich auf diese Weise unmittelbar ergehen: 

1) Die homogene Gleichung ersten Grades gmschen den tetracycU- 
sehen Coordinaten stellt einen Kreis (hesw. eine Gerade) dar; und um- 
gekehrt liann jeder Kreis (bemv. jede Gerade) auf diese Weise dargestellt 
werden. 

2) Jeder Kreisverwandtschaß entspricht eine homogene lineare Sub- 
stitution der tetracyclischen Goordinat&i, welche die Identität £1^0 un- 
geändert lässt; und umgekehrt. 

Durch diese zwei Sätze sehen wir, dass die Geometrie der reci- 
proken Radien der Ebene wirk lieh ihren adäquaten analytischen 
Ausdruck in der Verwendung tetraeycliacher Coordinaten findet. 

An die obenstehenden zwei Sätze knüpfen wir noch einige Be- 
merkungen an. 

Wie im Satze 1) gesagt wird, stellt jede homogene Gleichung 
ersten Grades in den tetracyclischen Coordinaten einen Kreis dar. 
Derselbe kann im speciellen Falle ein Punktkreis sein. Ein solcher 
Kreis wird gerade wie in anderen geometrischen Disciplinen auch hier 
imaginäre Punkte besitzen, und iu zwei Theile zerlegbar sein, welche 
die stereographischen Projectionen von zwei geradlinigen Erzeugenden 
der Kugel sind*). Trotzdem werden wir im Folgenden oft der Kürze 
halber so sprechen, als wenn der Doppelpunkt allein vorhanden wäre. 
Man sieht auch wieder, indem man die stereographische Projection auf 
die Kugel zu Hülfe uimmt, daas, wenn man die tetracyclischen Coor- 
dinaten dieses Doppelpunktes kennt, man sofort die Gleichung des 



*) Die Projection einer Erzeugenden der Kugel,- welche für die AnffasaangB- 
weiae der projectiven Geometrie eine Gerade durch, einen der Kreispnnkte ist, 
heiEBt nach Lie eioe Mirtimatgerade. Diese Minimal geraden spielen in der 
Geometrie der reciproken Badien eins eigenthümliche Rolle, indem sie als Carven 
einer niederen Stnfe wie Kreise oder gewöhnliche Geraden evscbeinen. In der 
Tliat kaJin jede Mini malgerade durch zwei Gleichungen ersten Grades in den 
tetracjcli sehen Coordinaten dargestellt werden, welche zusammen die Identität 
überflüBsig machen. Sie gehen dutoh Ereisverwandtsohaft immer wieder in Mini- 
malgeraden über. Durch jeden Punkt gehen zwei Minimalgeraden ; iaebesondere 
auch durch den unendlich fernen Punkt. Dieser letzte Paar Ton Minimalgeraden 
spielt in der Geometrie der reciproken Radien eine ähnliche Rolle wie die Kreis- 
pnnkte der projectiven Geometrie. 

Im Teste werden uns immer nur Paare von Minimalgeraden 
welche zueammen als Punktkreise bezeichnet werden dürfen. 
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Puüktkreises hinschreiben kann, indem man die Ideiititiit ß = in 
Bezug auf diesen Punkt polarisirt. 

Ueber den oben angeführten Satz'2) ist zu bemerken, dass wäh- 
rend lineare Substitutionen der tetracyclischen Coordinaten, welche 
die Identität ß = ungeändert lassen, als Kreisverwandtschaften in- 
terpretirt werden können, jede lineare Substitution derselben als Ooor- 
dinatentransformation von einem System tetraejclisclier Coordinaten 
zu einem anderen gedeutet werden kann. 



§ 5, Ueber gewisse wichtige Specialsysteme tetraeyoSiseher 
Coordinaten. 

Es ist oft wünschenswerth, durch geeignet« Wahl des Coordinaten- 
systems die Identität ü = 0, welche zwiselien den tetracyclischen 
Coordinaten bestellt, auf eine einfache (Jestalt zu bringen. Um am 
einfachsten zu sehen, wie dies erreicht werden kann, greifen wir wieder 
zur ste reo graphischen Projection auf die Kugel zurück. Dann ist die 
Frage einfach die: Wie soll man das Coordinatentetraeder wählen, 
damit die Kugelgleichung eine einfache Sestalt annimmt? Im vorigen 
Kapitel (Seite 12) haben wir schon drei verschiedene Antworten auf 
diese Frage kennen gelernt Durch eine len,hte geometiisehe Ueber 
legung können wu lann zu der Ebene zurückgehen wodurch wir 
folgende Sitze bekommen 

Nimmt man die viet Gt undKreise emeb teitac^chbcken Cootdinateit 
ütfstems so an dai,t> sie sic/i sammtlich evnanäei mtkogonal schneiden o 
Imttd du Identität 
l^Ä) CiiTi ~{- a^x + «ä^s -|- «i^4 = <" 

Nmmi man dab Cooidtnatmsyiitem so an, dast> die ziiei (rtundhinio 

3^3 und Xi emandei oriltogonal sdinetdeii uahrend die hrundkreit^e a., nnd 

Xi FunWkrfise und, welche m den SckniUpunltm t m %^ u id j.j hejen 

'S) lautet die Identität 

B) i^xx + I x' + a^3i =^i* 

Nimmt man bammthclc i^rundkreise ah Fmltl n c an md iia 

in det Weise dass r^ und 2^ in den Schmttpuid teyi lo» j^^ und (-a liejen 

bo lautet du. Identität 

(C) ii^ J. + ■i^J^iJ-i = ''^ 

Diese drei kanonischtn Formen der Identitit \^t^^ mm dann 

noch dadurch zu vereinfachen, dass man die a gleich 1, die A gleich 

2 setzt. Dies hat natürlich auf die Grundkreise keinen Einfliiss, son- 
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dem wird dadurcli erreicht, dass man die tetraeycli sehen Coordinaten 
als mit anderen Vielfachen der Potenzen in Bezug auf diese Kreise 
proportional definirt*). 

Nun wollen wir aber noch inabesondere auf Itealifätsfragen bei 
diesen Coordinatensystemen eingehen. Ehe wir aber hiermit anfangen, 
schicken wir einige Worte ober Realitätsverhältnisse im Allgemeinen 
voraus. 

Jede Curve, deren öleichung in Cartesischen Coordinaten mit 
lauter reellen Coefficienten geschrieben werden kann, wollen wir eine 
reelle Curve nennen. Es braucht aber keineswegs jede reelle Curve 
reelle Punkte zu besitzen, wie man schon am Beispiele eines Kreises 
mit reellem Mittelpunkt und rein imaginärem Radius sieht. Eine solche 
reelle Curve bezeichnen wir (^K) als mtlltheüig, während wir Curven 
als ein-, zwei- etc. -theilig bezeichnen, wenn sie aus ein, zwei etc. ver- 
schiedenen Zügen bestehen; solche Curven sind natürlich nothwendig 
reell. Als TJebergangsfälle zwischen diesen Curvenkategorien kann 
man dann Curven mit Doppelpunkten ansehen. So steht z. B. der 
reelle Punktkreis zwischen dem eint heiligen und dem nuUth eil igen 
reellen Kreise, 

Indem wir jetzt zu dem oben angeführten System tetracyclischer 
Coordinaten zurückkehren, bemerken wir zunächst, dass wir uns nur 
mit solchen Coordinatensystemen beschäftigen wollen, bei welchen die 
tetraeycliachen Coordinaten eines reellen Punktes reellen Grössen pro- 
portional oder, sofern dies nicht der Fall ist, paarweise conjugirt ima- 
ginäre Gfrösaen sind. Inwiefern können unter diesen Beschränkungen 
die obigen kanonischen Coordinatensjsteme vorkommen? Um diese 
Frage beantworten zu können, erinnern wie uns an das von Sylvester 
sog. Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. Dasselbe lautet bekannt- 
lich**) folgen d erm ass en : 

Wenn eine quadratische Form von n Veränderlidien mit reellen Coefß- 
cimt&i und von ni^t verschwindender Discriminante durch irgendwelche 
lineare SubstituUm mit lauter reellen Coefficienten in ein Aggregat von 
n Quadraten verwandelt wird (was auf unendlich viele TTeisen möglieh 
ist), so hängt dei- Ueberschuss der in diesem Aggregat auftretenden Vor- 
edfken der einen Art über diejenigen der anderen Art nur von der Natur 
der Form selbst ab, nicht aber von der besonderen Gestalt der linea/ren 
Substitution. 



*) Des Näheren vergl. man für den Fall (A) den 8. Paragraphen dieses 
Kapitels. 

**) Vergl. etwa Baltzer „Elemente der Determinanten" S. 176. 
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Wenn wir nun als ein bj&tem reeller tebracyclischer Coordinateii 
ein solches SYstem bezeichnen, in welchem jeder reelle Punkt reelle 
Coordinaten besitzt, so ist es klar, dass man von jedem reellen tetra- 
cyeli scheu Coordiuateniy stein zu jedem anderen durch eine lineare 
Substitution mit reellen Coetficienteii übergehen kann. Nun hat mau 
aber in den Coordinaten ^, »j, ^, r, welche deu homogen gemachten 
rechtwinkligen Raum coordinaten (Seite 21) entsprechen, ein reelles 
tetracyclisches Coordiiiatensjstera mit der Identität: 

I- + t + e-^ - T^ = 0. 

Hiernach sehen wir, dass wir sagen dürfen; 

Die zwischen unseren tetracycUsehen Coordinatmi bestehende Identität 
ist im Sinne des Trägheitstjesetees durch drei Vorseichen der einoi und 
ein Vorseichen dei- anderen Art charaliterisirt. 

Diesen Sata wenden wir jetzt auf die Normalformen Ä, B, der 
Identität an. 

Fassen wir zunächst ein Coordinatensystem mit einer Identität 
von der Form: 

(A) ±x^ ±x ±x^ ±i,' = 

ins Auge. Hier haben wir folgende drei Fälle zu unterscheiden; 

(A') Jeder reelle Punkt entspricht reellen Coordinaten. 

(A") Jeder reelle Punkt entspiicht reellen Werthen zweier Coor- 
dinaten, etwa von x^ und x^, ibei coujugirt imaginären Werthen der 
finderen zwei Coordinaten 

{A'") Jeder reelle Punkt entspricht Coordinaten, welche alle vier 
paarweise conjugirt imaginär sind, etwa x^ mit x^ und x^ mit x^. 

Im Falle (Ä') haben wii von vornherein ein reelles tetracycli- 
sches Coordinatensystem vor uns, wir sehen also sofort, dass hier 
die Identität drei Voizeichen dei eu en und eins der anderen Art 
haben muss. 

Im Falle (A") setzen wir: 

Wenn nun in der Identität x^ und x^ verschiedene .Vorzeichen hätten, 
würde die Identität die Form annehmen: 

^ipi + ^^^ i ^i ^= 0, 
da man aber in p, q, x^, x^ ein System reeller tetracyclischer Coor- 
dinaten hat, so würde sieh diese Identität für reelle Punkte durch 
Nullsetzen ihres reellen und ihres rein imaginären Bestandtheiles in 
zwei neue Identitäten spalten, was natürlich unmöglich ist. Es müssen 
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also die Vorzeichen von x^ und x^ in der Identität dieselben sein, 
so dass die Identität nact Einführung von p und q folgendermassen 
lautet : 

Nun hat raau aber, wie schon gesagt, in j), q, x^, x^ ein System 
reeller tetracyc lischer Coordinaten, wir sehen also sofort, dass die Vor- 
zeichen von Xs^ und x^^ dieselben sein müssen, dass sie aber mit dem 
Vorzeichen von (p^ — q^) nicht üb ere in zustimmen brauchen. Hierßaeh 
müssen im vorliegenden Falle in der Identität: 

± ^>' ± ^2^ ± ^s" + a;/ = 

entweder 1) alle vier Vorzeichen dieselben sein, oder 2) jedenfalls 3\^ 
und x^^, sowie x^^ und x^^ bezw. dasselbe Vorzeichen haben. Wir 
■werden aber später sehen, daas diese zwei Fälle nicht wesentlich von 
einander verschieden sind. 

Im Falle (A'") wollen wir setzen: 



Vi 


(p + 


•», 


x^ 


= ^ (' + »). 


1 

''-vi 


(-p- 


ii), 


^. 


= ^(^-.-.), 



SO haben wir in p, $, r, s ein System reeller tetracycli scher Coor- 
dinaten. Zunächst sehen wir, dass, damit die Identität sich nicht 
wegen des Vorhandenseins reeller und rein imaginärer Glieder in zwei 
spaltet, es nöthig ist, dass dieselbe in die eine oder andere folgender 
zwei Formen öbergeheu muss: 

(p' — q") ± (»^ - sO = 0, 
^5 + rs = 0. 

Dass die erste dieser Formen dem Trägheitsgesetze wiedersprecheu 
würde, sehen wir sofort. Im zweiten Falle setzen wir: 



wo natürlich p', q, r, s wiederum ein System reeller tetracyeliseher 
Coordinaten bilden. Jetzt nimmt die Identität die Forra an; 

(p' - q') ± (/' - S-') = 0, 

welche wieder mit dem Trägheitsgesetze in Widerspruch steht Es 
ist also dieser Fall (A"') überhaupt unmöglich. 

Auf ganz ähnliche Weise können wir die verschiedenen Möglich- 
keiten untersuchen, welche bei den kanonischen Formen der Identität: 
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(B) 2x,X^±X^'±x,^ = (i, 

(C) x^3:^±x.,x^=>:0 

vorkommen. Der Kürze halber stellen wir nur das Resultat folgen- 
dermassen zusammen. 

Bei den von uns betrachteten Realitätsyerhältnissen sind nur fol- 
gende Fälle möglich: 

(A') Alle Coordinaten reeller Punkte sind reell, und die Identität 
lautet etwa: 

— x^ -\- x^ -\- x^ + ^i = ö. 
(A"J Für reelle Punkte sind zwei Coordinaten (etwa x^ und x^ 
reell, die anderen zwei conjugirt imaginär. Die Identität lautet ent- 
weder 

«/ + «2^ + x% + a;^^ = 
oder 

%' + <' — ^/ — ^4' = 0. 

(B') Sämmtliche Coordinaten reeller Punkte sind reell. Die Iden- 
tität lautet: 

2x^x.i -f «a' + a:/ = 
oder 

2a:i^3 — X^ X^ = 0. 

(B") Für reelle Punkte sind a^ und x^^ reell, Xy und x^ aber con- 
jugirt imaginär. Die Identität lautet etwa: 

^x^Xi — x,^ -\- x^ = 0. 

(B'") Für reelle Punkte sind a;, mit x^, x^ mit x^^ conjugirt ima- 
ginär. Die Identität lautet entweder: 

^XyX^ + 3^3^ + a:^" = 
oder 

2a; ^ ^2 3. ä ^ Q_ 

(C) Für reelle Punkte sind zwei der Coordinaten, welche in der 
Identität mit einander multipiicirt auftreten (also etwa x^ und x^ reell, 
die anderen zwei mit einander conjugirt imaginär. Die Identität lautet 
entweder : 

3;,^:^ + x^Xn = 
oder 

XyX^ ■ — XgX^ = 0. 

Diese sechs Fälle wollen wir jetzt noch näher untersuchen. 

Im Falle (A') müssen offenbar alle vier Grundkreise reell sein. 
Ea fragt sich aber noch, ob dieselben eintheilig oder nuUtheilig sind. 
Aus der Identität: 



Hosted by Google 



üeber gewisse wichtige Special sjsteme tetracycliücher Coordinaten. 33 
— ^1^ 4" x/ + a^j* + «4^* = 
sehea'wir, dasa der Kreis x^=0 auch durch die Gleichung: 
a;/ + a^/ + a;/ = 

dargestellt werden kann. Da aber nach Voraussetzung x^, x^, x^ für 
reelle Punkte reell sind, so kann die Summe ihrer Quadrate für reelle 
Punkte nicht verschwinden. Der Kreis a:^ ^ ist also nuUtheilig. 
Dagegen aind die Kreise % = 0, x^^O, a^^ = sämtotlich eintheilig, 
denn der Kreis a^^ ^ z. B. kann durch die Gleichung: 

- ^/ + h' + ^4' = 
dargestellt werden, und diese Gleichung wird offenbar durch unendlich 
viele reelle Wefthe der Verhältnisse x^tx^^: x^ befriedigt. 

Nun wissen wir aber, dass sieh die Grundkreise orthogonal 
schneiden, und es lässt sich leicht nachrechnen, dass sich zwei ein- 
theilige Kreise nur dann orthogonal schneiden können, wenn sie sieh 
reell schneiden. Wir können also durch eine reelle Inversion irgend 
zwei der eintheiligen Grundkreise in Gerade transformiren. Damit 
nun die anderen zwei Kreise diese Geraden orthogonaf schneiden 
sollen, ist es offenbar nothwendig und hinreichend, dass sie beide ihre 
Mittelpunkte im Schnittpunkte der zwei Geraden haben. Den dritten 
eintheiligen Kreis kounefi wir dann durch reelle Aehnlichkeitstrans- 
formation in den Einheitskreis transformiren. Nun ist aber die Be- 
dingung, dass sich zwei concentrische Kreise: 

«^ + !/^ + a'^ = und x^ -\- y^ -{• W = Q 
orthogonal schneiden sollen, einfach a -f- J = 0. Es muss also der 
nulltheilige Kreis jetzt den Radius i haben. Man sieht also, dass 
man durch reelle Kr eis Verwandtschaft jedes Coordinaten system (A') 
auf folgendes transformiren fcanu : 

x,=x^ + f + f, 

«3 •= iC^ + y^ f, 

X^ = ^Xt, 

Durch ganz entsprechende Ueberlegungen, welche hier nicht näher 
angegeben zu werden brauchen, kommen wir auf folgende einfache 
typische Coordinatensysteme für die anderen fünf Fälle, auf welche 
man in jedem Falle durch reelle Kreisv er wand tschaft gelangen kann. 
Wir schreiben auch das soeben gefundene System für den Fall (A') 
wieder hin, nur mit Jer formalen Aenderung, dass die Coordinate x. 
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34 Kapitel 2, §g 5, 6. 

für reelle Punkte rein imaginär genommea wird, damit die Ideatität 
mit lauter Pluszeichen erscheint. Eine ähnliche Umänderung haben 
wir auch im Falle (B") vorgenommen. 

(Ä) xi^ -\- x.^ -{- X* -\- x^ = . 

(Ä') X, - i{x' + f + e), {A") X, = VJ{x' + r + ■'^')/ 

x^ = x'->rf^ f, X, = y~i(x^ + f-if)^ 

x^ = 2a;(, % = 2xi, 

Xi = ^yt. x^ = 2yt, 

(B) 2XiX^ +a:/ + a:/ = 0. 

(B')a;. =-2i^ iB")x,=Y2ix + yi)t, (B"')x,=V2{x-\-yi)t, 
«3 = rc« + y\ x^=^Y2(x — yi)t, x., =y'2 {x — yi)i, 

Xs = 2xt, x^ = i(x' + f + f), x^^^yiix^+y^'+ie), 

Xi'==2yt. x^ = x^ + y^ — i^. x^^-^Y-iix^+f-if). 

(0) XiXü + X2X^ = 0. 



a;, 2C^ 

a^ä = a;' + /, 

a;, = 1/2 (a; + yi)t, 

x^ = y2ix — yi)t. 

Natürlich kann man unter Beibehaltung desselben Systems von 
Grundkreisen in jedem Falle die Identität mit beliebigen Coefficienten 
behaften, indem man die Coordinaten mit Constanten Factoren mul- 
tiplicirt. In der That werden wir die Identität (Ä) oft in der Form 
sehreiben : 

§ 6. lieber oyelisehe Curven and das aus ihnen gebildete 
allgemeine confooale System. 

Im vierten Paragraphen dieses Kapitels sahen wir, daas die Glei- 
chung ersten Grades zwischen tetracyclisehen Coordinaten einen Kreis 
bezw. eine Gerade darstellt. In diesem Paragraphen wollen wir zu 
denjenigen Curven übergeben, welche in der Geometrie der reciproken 
Radien nach den Kreisen als die einfachsten anzasehen sind; d. h. zu 
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Uebet cjclische Cnrven und daa aus ünen geb. allg. confocale System. 35 

den Curven, welche durch eine Gleichung zweiten Grades zwischen 
tetraejcliachen Ooordinaten dargestellt werden*). 

Diese Curven wollen wir mit dem Namen cydische Curven be- 
legen. Offenbar bat man als ersten Satz: Cyclische Ciirven gehen durch 
Kreisverwandtschaft in cydische Cnrven über. 

Was nun die Gestalt der cyeliachen Cnrven angeht, so können 
wir uns darüber folgendermassen vorläufig orientiren. Wenn wir die 
tetracyelisehen Ooordinaten als Tetraedevcoordinaten im Räume deuten, 
so stellt die Gleichung einer cyclischen Curve eine Fläche zweiter Ord- 
nung dar. Hieraus sehen wir, dass eine cydische Curve als Schnitt 
der Kugel mit einer Fläche zweiter Ordnung erscheint. Wir brauchen 
uns also nur Über die Gestalt einer solchen Schnittcurve klar zu werden. 
Zunächst ist ersichtlich, dass diese Schnittcurve im Allgemeinen, sofern 
sie überhaupt reell ist, aus keinem, einem oder zwe? reellen Ovalen 
besteht. Hiernach können wir sagen: Die allgemeine reelle cydische 
Curve hann nulUhdlig , eintheilig oder zweitheilig sein**'). Es können 
sich aber auch die Fläche zweiter Ordnung und die Kugel berühren, in 
welchem Falle die cydische Curve einen Doppelpunkt bekommen wird, 
welcher entweder ein gewöhnlicher oder ein isolirter sein wird, je 
nach der Art der Berührung. Im spedellen Falle kann dieser Doppel- 
punkt auch eine Spitze sein. 

Ehe wir aber diese Curven weiter discutiren, wollen wir uns 
fragen, um an geläufige geometrische Vorstellungen anzuknüpfen: Was 
sind die cyclischen Curven vom projeetiven Standpunkte aus betrach- 
tet? Um diese Frage zu beantworten, führen wir in die allgemeine 
Gleichung der cyclischen Curve an Stelle der tetracyelisehen Coor- 
dinaten die homogen gemachten rechtwinkligen Cartesischen Coor- 
dinaten x, y, i ein. Dann lautet die Curvengleichung offenbar: 

A{x' + y^ + {Bx + Cy) (x^ + f)t + BxH' + Exyt' + FyH^ 
+ Gxi? H- Hy^ + 7i* = 0***). 

*J Cerade w e n ht Kre se Bondem M n malgeraden die einfachBten Curve» 
Bind a g ebt es h er e ne Zw stheiist fe zw heu K en nnd cyclischen Curven, 
D eaelbe b steht aus der tereo^rapL s hen Project on der Eaumcurveu dritter 
Ordnung wel h aut der Ku^ 1 1 gen d b f r d A iffaasuo^s weise der jro 
jeetven deomet e a den ebenen Curven dr tter dnung, welche duich den 
e nen Ere punkt zwe fech durch den ande en e n ach hindurchgehen Da 
sämmtl he Curven d eser A t imaginär s ad ble ben s e für uns au&ser Betracht 

**) Fs mag be laufig her bem rtt verdea daas die Unteischeidung von 
Carvenzwe gen n jaa e unl unpaare de n der jroje tiveu Gleometne eine so 
g OB e Koile i elt n der C eometr e der reo proken Radien ktinen Platz hat 

* Hierna h eht nan dass d e j 1 he Curve von acht wesenthihea Con 
btanten abh n^t D es st ke nesw g dam t a W dersprui-h, dass die allgememe 
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Hieraus siebt man sofort, dass cycliscbe Curveu im Allgemeinen 
specielle Carven vierter Ordnung sind, dass sie aber (wenn J = 0) 
in specielle Curvea dritter Ordnung und die unendlich ferne Ueratle 
zerfallen können, und dass die allgemeine Curve zweiter Ordnung mit 
der doppelt zählenden unendlich fernen Geraden zusammen auch als 
specielle ejclische Curve (wo J. = 5 = C = 0) anzusehen ist. Ferner 
sieht man auch leicht aus der oben steh enden Gleichung, wie die all- 
gemeine Curve vierter Ordnung speeialisirt werden muss, um eine 
cycliache Curve zu sein. Die unendlich ferne Gerade t = achneidet 
nämlich diese Curve in denselben Funkten, in welchen sie den Punkt- 
kreis x^ -\~ y^ = achneidet. Entweder muss also die cyeliache Curve 
Doppelpunkte in den Kreispuukten haben, oder sie muss die unendlich 
ferne Gerade in diesen Punkten berühren. Dass ersteres der Fall ist, 
sehen wir, wenn wir bemerken, dass auch die Geraden x^y^ly = 
die Curve in zwei zusammenfallenden Punkten treffen. Wir führen dies 
gleich im folgendem Satze genauer aua : 

Vom Standpunkte da- projectiven Geomefni: awi t,md lydische Üurven 
die aUyemeinen Ourven vierter Ordnung , tteldic die Kreispunlte als 
Doppelpunkte hesUsm. Insbesondere können ditbeiben auch zeifallen in 
a) die unendlich ferne Gerade und eine Gurte d)ittet Ordnung, welche 
einfach durch beide Kreispunkte geht; h) die doppelt zahlende unendlich 
ferne Gerade und einen beliebigen Kegelschnitt; c) swei Kreise. 

Wir wollen uns aber späterhin immer auf den Standpunkt der 
Geometrie der reciproken Radien stellen, und es ist vor allen Dingen 
wichtig zu bemerken, dasa für unaere Auffassung cyclische Curven im 
Allgemeinen keine Doppelpunkte besitzen, da die Kreispunkte ja für uns 
überhaupt keine Existenz haben. Dann ist es aber auch interessant 
sich zu fragen: was für eine Specialisirung erleidet eine cyclische 
Curve vom Standpunkte der Geometrie der reciproken Radien aua, 
wenn sie von der dritten oder gar von der zweiten Ordnung wird? 
Um dies zu erfahren unterwerfen wir eine solche Curve einer be- 
liebigen Inversion. Die Curve dritter Ordnung geht dadurch in eine 
eychsehe Curve über, welche durch das Inversionscentrum hindurch- 
geht, sonst aber allgemein ist. Dagegen geht ein Kegelschnitt in eine 
eyclische Curve über, welche im Inversionscentrum einen Doppelpunkt 
besitzt Je nachdem der Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hy- 



humogent) Ulen-hurg e »eiteu Uradco m x,, x^, x^, x^ neun wesentliche Coustati- 
te 1 enthalt dem «mer Ton diähen tonstanteii können wir noch vermittület der 
Id itit t tinen leUeVi^en A\erth Ic legen. 
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lieber cyclieclie Curven nnd das aus ihnen geb. allg. confocale System. 37 

perbel iat, wird dieser Doppelpunkt o£Feubar ein isolirter Doppelpaakt, 
eine Spitze oder ein gewöhnlielier Doppelpunkt. Indem wir ferner be- 
merken, daas das Inversionscentrum aus dem unendlich fernen Punkte 
durch Inversion hervorgeht-, sehen wir, dass wir durch folgende kleine 
Tabelle die zwei Äuffassungs weisen vergleichen können: 

Geometrie der reciproken Radien. Prcrjedae Geometiie. 

Allgemeine cyolisclie Curve (ohne Curve viertel Ordnung- mit den Kreia- 

Singularität). pnuktea als Doppelpunkte 

Cjclische Curve ohne Singularität, Die nnendlich ferne Gerade und eine 

welche durch den unendlich fernen Punkt Curve dritter Ordnung ohne ^lugulaii- 
hindurchgebt. tat, welche duick die Kreispunkte hia- 

dnrehgeht. 

Cyclische Curve, welehe den unend- Die doppeltzählende unendlich ferne 

lieh fernen Punkt als Doppelpunkt be- Gerade nnd ein Kegelschnitt nilmlich: 

1) als gewöhnlichen Doppel- 1) Hyperbel, 

punkt, ■ 2) Ellipse, 

2)"»ls isolirfeu Doppelpunkt, 3) Parabel. 

3) als Spitze. Zwei Kreise. 
Zwei Kreise. 

Um nun etwas Näheres über cyclisehe Curven zu erfahren, müssen 
wir durch geeignete Wahl des Coordinatensystems versuchen, die Glei- 
chung der Curve auf eine mögliehst einfache Gestalt zu bringen. Hier 
kommt uns wieder die projective Geometrie des Raumes zu Hülfe, 
Die Gleichung ^ = der cyclischen Curve stellt nämlich, wie schon 
bemerkt, eine Flüche zweiter Ordnung dar, während die Identität iß = 
die Kugel darstellt. Nun wissen wir aber (vergl. Kap. 1, § 3), dass 
im Allgemeinen zwei Flächen zweiter Ordnung ein und nur ein ge- 
meinsames Polartetraeder 'besitzen. Durch Wahl dieses Polartetraeders 
als Coordinatentetraeder können wir also die Kugel gl eich ung auf die 
Gestalt : 

"i^i' + "i^;/ + a^x.^^ 4" »4»/ = 

bringen, und die Gleichung der anderen Fläche zweiter Ordnung auf 
die Gestalt: 

Hier führt offenbar die Inversion: 
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die cyclisehe Cnrve in sich selbst über, und dasselbe gilt aucli von 
der lüversion in Bezug auf die anderen drei Grundkreise, ^Vir werden 
also diese vier Kreise als Symmetriekreise der cyclisclien Curve be- 
zeichnen, und können folgenden Satz aussprechen: 

Die allgemeine cycliscJie Curve besitzt »ier und nur vier Symmetrie- 
hreise, wel^e einander orthogonal scfmeiden. Wmn man diese vier Kreise 
als Grunähreise eines tetracgclischen Coordinatetisgstems mit der Identität: 

tcählt, so lautet die Gleichung der Chtrve: 

l^a^Xi^ -\- Asa^a;/ + Ag*'^^/ + ^i^-i^Ä^ = '^■ 

Im Folgenden werden wir nun mit Orthogonal Systemen zu thun 
haben, welche aus cyclischen Curven gebildet sind. Um ein solches 
Orthogonal System aufzustelien, projiciren wir wieder die Ebene stereo- 
graphiach auf die Kugel und fussen das System eoufocaler sphärischer 
Kegelschnitte ins Auge, welches durch die Kegelsehaar: 



i^. + r^ 



- = 



auf der Kugel: |^ + 'f + £^ — r^ = ausgeschnitten wird. Diese 
sphärischen Kegelschnitte, auf die Ebene stereo graphisch projicirt, lie- 
fern natürlich ein System orthogonaler cyelischer Curven, welche 
sänimtlich die vier Kreise ^ = 0, ^ = 0, g = 0, i = als Symme- 
triekreise besitzen. Nun treten aber diese vier Kreise selber jedesmal 
doppeltzähleud als Curven der Schaar auf, indem wir der Reihe nach 
dem Parameter X die Werthe a, h, c, <x beilegen. Damit nun nicht 
gerade der Werth A ^ oo auf diese Weise als ausgezeichnet erscheint, 
wollen wir in die Gleichung der Kegelschaar statt des Parameters A 
einen neuen Parameter A' einführen vermittelst der Gleichung: 

Bezeichnen wir nun durch e,, e^, e^, e^ die Werthe von A', welche den 
Werthen a, h, c, <x> von l entsprechen, so haben wir die Gleichungen: 

„_?'■ + ? 6 _". + !' „„•5 + ? 

r«, + « _ 0. 

Die Gleichung der confocalen Kegel nimmt aiso die Geatalt an: 

,., fri'+_»Ki'.,_+ i) _|_ , (fi'+ ») (>.. + i) , ., &i'+ä)(r.,_+J5_„ 
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Uebec cycliscLe CoiTen und das ans ihnen geb. allg. confocale Sjstem. 39 

Wena wir liier bemerkeu, dass d = — yCt, und dann durch den 
Factor: 

ccS-ßy 

herausdividiren, so nimmt die Gleichung die einfache Gestalt an: 

oder auch, indem wir den Strich am A weglassen: 

Bis jetzt sind dies noch immer dieselben confocalen Kegel wie zuerst 
Jetzt aber bekommen wir hieraas ein allgemeineres-Orthogonalsystem 
sphärischer Curvea, indem wir den Raum einer Collineation unter- 
werfen, welche die Kugel in sich transformirt. Wählen wir dann als 
neues Coordinatentetraeder das transformirte des alten (welches, wie 
wir wissen, aus drei einander orthogonal schneidenden Ebenen und 
der unendlich fernen Ebene bestand), so können wir die Tetraeder- 
coordinaten so einführen, dass die Kugelgleichung lautet: 

a^x^^ + a^x,^ -\- a^x^^ -\- a^x^ = 0, ' 

und die Gleichung der Kegelschaar (worin die Spitzen der Kegel nicht 
mehr im Mittelpunkte der Kugel liegen, und die Kegel nicht mehr con- 
focai sind): 

s / 1 1 \ , . 



a.x.' , T 



-0, 



Nun bekommen wir aber offenbar dieselben sphärischen Curven, ob- 
wohl nicht dieselben schneidenden Flächen, wenn wir in dieser Glei- 
chung den Ausdruck: a^^x^^ -\- a^x^ -\- a^x^ durch — a^x^ ersetzen. 
Wu' kommen hierdurch auf folgenden Satz: 
Die Gleichung: 



2&. 



= 
zwischen tetracyclisdieti Coordinaten mit der Identität: 
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40 Kiipitcl 2, §§ 6, 7. 

stellt das allgemeine orthogonale System cmfocaler cyclisclier Curven dar *). 

§ 7. IXebertraguug unserer bisherigen Sesultate auf den Baum. 

' Kehren wir jetzt zur Geometrie der reciproken Radien im Räume 
zurück. Um hier gerade so zu verfahren, wie wir es in der Ebene 
gethan haben, mössten wir den Raum von drei DimeBsionen auf eine 
„Kugel" im Räume von vier Dimensionen stereograp bisch beziehen. 
Da wir aber hier nicht auf die Auseinandersetzungen eingehen wollen, 
welche als Einleitung in die Geometrie des Raumes von vier Dimen- 
sionen nöthig wären, so ziehen wir es vor, gleich die folgende Defini- 
tion der auf dem genannten Wege zu findenden pentasphärisdien Coor- 
dinaten an die Spitze zu stellen: 

Die pentasphärischen Coordinaten a;,, x^, x^, x^, x^ eines Baum- 
pimkies sind proportional heliehig gu loäUenden Vielfachen der Potennen 
des betreffenden Punktes in Bemg avf fünf Grundkugeln **). 

Diese Coordinaten haben dann, wie leicht nachzuweisen ist, fol- 
gende Higensehaften : 

Zwischen den fünf pentasphärischm Coordinaten eines Punktes besteht 
eine homogene quadratische Identität von nicht verschwindender Discrimi- 
noMte Sl = 0. 

Falls man es mit einem reellen System penfasphärischer Coordinaten 
^w thiin hat, ist die Form il im Sinne des TrÖgheitsgesetges durch vier 
Vorseichen der einen und ein Vorzeichen der anderen Art charakt&isirt. 

Die homogene Gleichung ersten Grades zwischen pentasphärischen 
Coordinaten stellt eine Kugel hezw. Ebene dar. 

Im speciellen Falle kann diese Kugel auch eine Punktkugel sein, 
und wir können gerade wie in der Ebene sagen: 

Die Gleichung einer Punldhuget fiiidet man durch Polarisation der 
Identität in Bezug auf den Doppelpunkt der Kugel. 

Feriler sagen wir: 

*) Dl s diese Curven wirklich onfocal sind aieht man am leichtesten durch 
Betrachtung der imaginären geraiJI nigpu Eiz^ugenden der Kugel. 

DieHCs Orthogunalsy-tem Viurdc schon 18bO (Grelle Bd. 57) von Siebeok he- 
nandelt allerdings nui in dem apeciellea Falle wo zwei ier Sjmmetriek reise des 
bystema gerade Linien s nd 

**) Diesp fünf (Trundku^eln können lieliebif, t,ewd!ilt werden, nur dürfen eie 
ni:,lit öämmtlKh auf einer sei-bsteo Engel epukreoht stehen. 



Hosted by Google 



Uebertragang unserer biaheugei Reaultate auf den Rauib 41 

Die Kretsveruandtbcfiaften äet, Haunus uetäai durch diejenigen liomo 
genen linearen Substitutionen der pentosphansdien Cöoidtnaten geliefert, 
tcelche die Identität ß ^ unqeandert laisen 

Jede homogene hneate SubMlution der ^entapharibchen Coordinaten 
Art«» cds Coordmatenitansfoimation gedeutet iierdm 

Mmmt man dte Grundkugeln eines pmta^hatiscken Coordinateti 
Systems so an, dass sie emandei sammthch ortJtogonal schneiden, ao Jaulet 
die Identität 



Sind die drei Ort undkugeln a^ x^, x emandei orthogonal, dit. an 
deren swei aber FunltJugeln, tielche m den mei Schnittpunl ten diebCi 
drei Kugeln hegen, so lautet die Identität 

A^XiXi -\- ügX ^ + ß^a;/ + a^x: = 

Sind x^, Xa, Xg, x^ alle Titnktkugeln, u,elche auf der Kugel x^ liegen 
derart, dass x^ und x^ auf dem Schnitt von a;, und x liegen (uas natiir 
lieh nur im Imaginären einUeten Jami) so hat die Identität die Fotm 
AiXjX^ + -^^^''■4 + "b'^^b^ *= ^ 

Gehen wir jetzt zu den Bealitatsverhaltnissen über, \^el(,he bei 
pentaspb arisch eil Coordinatensystemen , welche eine der soeben er- 
wähnten kanonischen Identitäten besitzen, auftreten können. Dureb 
ganz entsprechende üeberlegungen, wie wir sie für die Ebene im § 5 
gemacht haben, sehen wir, dass, sofern wir nur solche Coordinaten- 
systeme in Betracht ziehen, in welchen die Coordinaten reeller Punkte, 
sofern sie nicht sämmtlieh reell sind, einander paarweise conjugirt 
imaginär sind, es nur sechs wesentlich verschiedene Falle gieht. Als 
einfachste Coordinatensysteme in diesen sechs Fällen stellen wir fol- 
gende auf, mit welchen dann alle anderen in Betracht kommenden 
Coordinatensysteme reell kreisverwandt sind. Wir haben aber wie- 
derum in den Fällen (Ä') und (B") eine der Coordinaten rein imaginär 
angenommen, um der Identität eine für uns späterhin bequemere Ge- 
stalt zu ertheilen: 

(A) a^i^ -|- x^^ + i^^ + ^i' + ^i' = 0- 



(Ä')*.-J.-(«' + »^ + «'+(•). 


CA") r>;,->'!-(i> + !/■ + «■ + «'), 


'^-'i' + y' + B'-f, 


x,-y~i{r}+f + ''-ir), 


ij — 2xt, 


I, = ixt, 


x^ = 2yt, 


«4 - ä»«, 


X, = 2«1. 


x^ = 2zt. 
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Kapitel 3, §S 7, S. 
(B) 2xiX,^ -j- x^ -\- x^ -\- X-^- = 



(B)x, = -2t; 


(B") X, - 1/2 (i + ,i)t, (B'") x,-V2{x + ,ji)t, 


X, - if + f + l 


', x,-V2(x-,jt)t, x,-y^{x-yi)t, 


ic, = 2a;!, 


x,=i(x'+r+i'+i'), x,-Yi: (x'+,j'+i'+ü% 


i. = 2yt, 


x.-x? + f + i'- i', i,-y-i(x'+f-+,'-it'), 


«5 = 22(. 


x-^ = 2zt, Xr, = 2Ei. 




(C) 2x^x, + 2x,x, + x'' = 0. 




X, 2i>, 




x^-c^ + f + ß-, 




x,-y2lx + yl}l, 




x,-y2(x^,ji)t, 




X. = 2zt. 



Jetzt wollea wir noch folgendermaaaen deflniren: 

CycUden sind oMe Flächen, tvelcke durch eine homogene Gleichung 
£iveiten Grades zwischen pentasphärischen Coordinaten dargestellt iverdm. 

Offenbar köuueü wir auch sageu; 

Cycliden gehen durch Kreisvencanätschaft in Cycliden über. 

Was nuü diese Fläclien für die projective Auffassung sind, sehen 
wir durch ähnliche üeberlegungeii, wie wir sie im § 6 für cyclische 
Curven in der Ebene gemacht haben. Wir brauchen nur das Resultat 
in folgender tabellarischer Form zusammenzustellen; 

Geometrie der redproJcen Itadien. 

Allgemeine Cyclide (ohne Singu- 
larität). 

Cydide ohöe Singnlaiität, welche 
durch den unendlich fernen Punkt hin- 
durchgeht. 

Cjclide, welche den unendlich fernen 
Punkt als Doppelpunkt besittt. 



Zw 






IProjedive Geometrie. 

Fläche viertel" Ordnung', welche Aeii 
Kugelkreia als Doppelcurve besitzt. 

Die unendlich ferne Ebene und eine 
Fläche dritter Ordnung ohne Singulaii- 
t^it, welche den Kugelkreia enthält. 

Die doppeltaähleiide unendlich ferne 
Ebene und eine Fläche zweiter Ord- 
nuug ^j. 

Zwei Kugeln. 



*) Auf die besonderen Singularitiiteu, welche die verschiedenen Flächeu 
zweiter Ordnung, wie Paraboloide, Kot alio na fluchen, Cylinder etc. für die Auf- 
fassungsweiee der Geometrie der reciproken Kadien besitzen, gehen wir an dieser 
Stelle nicht ein. Vergl. indess Kapitel 4 d;csea Abschnitts. 
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Uebergang von der Geometrie der recipr. Radien zur element. Geometrie. 43 

Schliesslich stellen wir aocli folgende zwei Sä-tze über allgemeine 
Cycliden und das aus ihnen gebildete allgemeine Orthogonalsystem auf: 

Die allgemeine Cydide besiM fünf und nur fünf Symmetriehigeln, 
welche einander orthogonal schneiden. Wenn wir diese Kugeln als Gnmd- 
hiKfeln eines Systems pentaspkärischer Coordinaten mit der Identität 



^aa 



wählmf so lautet die Gleichung der Gyclide: 
= 0. 



2»,^ 



Die Gleichung: 



swiscken pentasphärischen Coordinaten mit der Identität 

"^a-iXi^ = 0, 
stellt das allgemeine dreifach orthogonale System confocaler Cycliden dar. 



§ 8. Uebergang von der Geometrie der reoiproken Radien zur 
elementaren Geometrie*). 

Bis jetzt haben wir uns nur mit aolchen Fragestellungen be- 
schäftigt, welche in der Geometrie der reciproken Radien unmittelbar 
einen Platz finden. In der mathematischen Physik braucht man aber 
neben diesen geometrischen Eigenschaften und Formeln, welche bei 
Kreisverwandtschaft invariant bleiben und also ihren natürlichsten ana- 
lytischen Ausdruck im Systeme pentasphiiriseher Coordinaten finden, 
auch andere Vorstellungen, welche sich auf Bogenlängen etc. beziehen 
und welche ilso eigentlich m das bebiet der elementaren Geometrie 
gehören Unter Umstanden wird aui,h hier der Gebrauch von penta- 



•) Gerade wie man die metiiatlien Bigenachaften von Figuren als Be- 
zieliungcn zum Kugelkreise in die proiective Geometrie einordnen kann so lianii 
mdn aie aui-b wie wir m diesem Paragnjiben seben weiden als Bezi-'buiigeQ zum 
nnpndbcb fernen Punkte in die Lreoraetiie der reciproken Radien e nordnen Da- 
bei st aber zu bemerken dass W nktlmessimgen von vornherein in der Geometrie 
der reoiproken Radien ibren Plata haben 

We^en ier Ei twitkelungen die es Puagraihcn vergl mau insbesDcdere 
Darbouz Throne feenera e des Surfai^ea Bd I ip _lo — 219 
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44 Kapital 2, § 8, 

sphäriscbeu CourdiEaten von Vortheil sein, und wir wolleu uns in 
diesem Paragraphen mit der Anwendung dieses Coordinatensystema 
auf solche Fragen beschäftigen. Dabei wollen wir uns ferner, weil 
es für unsere späteren Zwecke ausreicht, auf orthogonale pentasphä- 
rische Coordinatensysteme *) beschränken und zwar auf solche mit der 



Identität ^j x, 



= 0. 



lu diesem Falle wissen wir, dass, irgend welche fünf einander 
orthogonal sehneidende Kugeln als Grundkugeln des Coordinatensystems 
genommen werden können, und dass dann die Coordinaten Xi propor- 
tional gewissen Yielfaelien der Potenzen S,- des betreffenden Punktes in 
Bezug auf die fünf Grundkugeln sind; dass also: 

x^ = t-ChS-**). 
Wir haben uns aber bis jetzt damit begnügt, dass es immer möglich 
ist, die Constanten d so zu bestimmen, dass die Identität die obeu- 
stehende Gestalt annimmt. Jetzt müssen wir zusehen, wie dies wirk- 
lich gemacht wird. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von dem speciellen pentasphärischen 
Coordinatensystem (Ä') von Seite 41 aus, nämlich; 

< - V- i (»■' + !/' + »■ + !-), ^I ;!' 

.;>.■ + ,■ + .= -(', j.^;^' 

wo die Q ersichtlich bereits auf die gewollte Weise bestimmt sind. 

Von diesem Systeme aus können wir zu einem beliebigen anderen 
orthogonalen pentasphärischen Coordinatensystem mit der Identität 
2^Xi^^0 gelangen durch die Coordinaten transf or mation : 

Xi = H;3'/+ ßiX.^-'r yiiCs + SiX.i-\- f,-,r/, 
wo die «,,■■■£,■ den Bedingungen unterworfen werden müssen, dass; 



J..>=2^'-)- 



■>) So woUea wir, der Eutze halber, pentasptlriBChe CoordiaatenBysteme 
nennen, wo die Grundkiigein einander sammtlich orthogonal Bchneideii. 

**) Wir bezeiLhnen den Propoitioaahtatsfactoi hier mit f. Wir dürfen dann 
naturhch nachher l als die riertp der honjogcn gemachten Carteeiechen Coor- 
dinaten Interpretiren 

''**] Es würde offenbar genügen, wenn wir verlangten: Sx^ ' =- CZx^?, wo C 
eine beliebige Conetante bedeutet Wegen der Unbestimmtheit der x ist aber die 
Ännahnif dea Texteii keine weEentliche SpeLiahsiiung 
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Oebergang von der Geometrie der recipr. Radien zur element. Geometrie. 45 

Wir haben es also mit einer orthogonalen Substitution der x 
zu thuü. 

Nun ist die Frage, welche wir beantworten wollen, die: Welchen 
Vielfachen der Potenzen j9{ in Bezug auf die Grundkugeln Xi = sind 
die Coordinaten a;,- proportional? Die Autwort hierauf kijnnen wir 
ohne Weiteres vermöge der Substitutionscoeffieienten «,, ■ ■ ■ ti ge- 
winnen. Zu dem Zwecke drücken wir die Xt durch die Coordinaten 
x, y, Zy t aus mittelst der Formeln für die X;. Dann finden wir als 
Coefficienten von — — ■ ; -■ ■ einfach t^(Y^l ■ «j -|- (3,-). Wir haben 
also: 

m 
Hier lassen sich nun die Ausdrücke: 

Q = y-l -Ui-i-ßi 

sehr einfach mittelst der Radien B; der Grundkugeln ausdrücken. In 
der That haben wir unmittelbar: 

V^^-^,- ß, _ c^ + ßl + vl + ö,' + .;' 



Nun haben wir aber bei orthogonalen Substitutioneu die Relation: 

«,' + ßf + rf + ti,' + t,'^i- 

Es ist also: 

ein Eesultat, welches wir folgendermassen in Worten zusammenfassen: 
Wenn die Identität eines orthogonalen pmtaspkärischen Coordinaten- 

sffstems die Gestalt haben soU:^Xi^ ^0, so muss jede Coordinafe Xi 

eines Punktes proportional genommen sein der Potenz dieses Punktes in 
Benug auf die 'betreffende Grundkugel, dividirt durch dm Badius dieser 
Kugel. 

Insbesondere wenn eine der Grundkugeln zu einer Ebene wird, 
wird die entsprechende Coordinate der doppelten Entfernung von dieser 
Ebene proportional sein. 

Jetzt wollen wir die Coordinaten des unendlich fernen Punktes 
berechnen, denn wir gehen durch die Auszeichnung dieses Punktes 
thatsächlieh von der Geometrie der reciproken Radien zur elementaren 
Geometrie über. Fassen wir zunächst das specielle Coordinaten System 



Hosted by Google 



(ä') von Seite 41 wieder ins Aug'e. Die Gleichung der unendlich 
fernen Puiiktkugel ist darin offenbar: 

y—"l ■:ri'+<=0. 

Um nun zu dem allgemeinen Courdinatensystem mit der Identität 

^iXi" = überzugehen, müssen wir die Substitution machen: 



,'=2«.-^0 ■ ■ ■X,-=^,;X^. 



Wir bekoranien also als Gleichung der unendlich fernen Punkthugel 
in unseren neuen Coordinaten: 

^(V- 1 . «, + ß.)^, - 0, 

oder, nach dem was wir soeben bewiesen haben: 



Da ferner (vergl, Seite 40) diese Gleichung die Polare der Identität 

^iXi^ = in Bezug auf den unendlich fernen Punkt sein muss, so 

müssen die Coordinaten dieses Punktes einfach den -^ proportional sein. 

Wenn die Identität die Form hat ^j x,^ = 0, sind die Coordinaten 

des ujiendiich fernen Punktes proportional dm reäproken Wertheiz der 
Radien der Gmndkugeln. 

Jetüt sind wir im Stande den Abstand zweier Punkte mittelst 
ihrer penta sphärischen Coordinaten auszudrücken (immer vorausgesetzt, 

dass die Identität die Form hat^'a^j^^O). Zu diesem Zwecke greifen 

wir wieder eu dem einfachen schon öfters gebrauchten Coordinaten- 
system (A') von Seite 41, welches überhaupt den leichtesten Ueber- 
gang von Cartesischen zu pentasphärisehen Coordinaten liefert. Seien 
die Coordinaten der zwei Punkte x, y, s, t und ■*;, y, i, 1, bezw. 
^11 ^a? ä^a, x^, x^ und S,, x^, x^, x^, x^. Das Quadrat der Entfernung 
dieser Punkte ist dann: 
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der Geometrie der reciprokea Radien zur elementar. Geometrie. 47 

^^=(f-fr+(f-f)+(7-F 
=e-s)"+(ft-i)"+(Ä-i)- 

Wenn wir in dieser Formel 2t und 2t durch — x^' — Y^l-Xi uni 
— x^' — y — l-x^ ersetzen, so haben wir einen Ausdruck der ge- 
wünschten Art. Damit die fünf Coordinaten eines jeden Punktes als 
mögliehst gleichberechtigt erscheinen, machen wir jetzt noch i 

formale Umänderung mittelst der Identität ^> xP ^ : 



<^ 


+ <' + < 


" + 


ä.- + ä." 


' + ä.' 


■ 2i".-ä!, 


'+2<ä. 


■ + 2«. 


'%■ 




it' 


4f* 






4('(" 






- 


-(x,- + a^,") 


;;- 




■+ä,') 


'».'ä. 


■+2j!;i8, 


'+Sa!. 


'*.' 


(V- 


~ I •«,■+<: 




4(n= 






^•. 


i«,-ä,'- 21,- 


5,'- 


- a^j-^;— 


ai.'ä, 


;~ ä<^=' 










(1^1.;, 


.'+' 


t.') iV^i 


■ä,' + 


si') 




(»,' 


- 2,y + (r., 


'— ä 


h')' + (»■'■ 


-*.-)■ 


+ «— X 


.•)■ + (»= 


;- ä.' 


)' 






y- 


l.x/+a:, 


■)(y- 


1 ■»,■ + «,• 


) 







Indem wir nun zu dem allgemeinen System orthogonaler penta- 
sphäriseher Coordinaten mit der Identität ^jic,- = übergehen, wer- 
den nicht nur die x/ und Xi', sondern auch die Grössen xi — Xi ortho- 
gonale Substitutionen erleiden. Der Zähler unseres Ausdruckes für D^ 
wird also seine Form nicht ändern. Dagegen besteht der Nenner aus 
dem Produete der linken Seiten der Gleichung der unendlich fernen 
Punktkugel einmal in den x/, das andere Mal in den x/ geschrieben. 
Wie er sich transformirt, geht also aus den Entwickelungeu der letzten 
Seiten hervor. Wir hekommen hm-nach /w das allgemeine Coordinaten- 

System mit der Identität ^ x? = die Formel : 



mm 
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Als wichtiger Specialfall hiervon möge noch folgender Ausdruck 
für das Bogenelement rfs erwähnt werden: 






Ueber die Anwendung der Weierstrassischen Theorie der Elementar- 
theiler auf coufocale Cyclidenschaaren. 

§ 1. Anseinandersetzung der Elem entartheiler theorie in ihrer 
BeziehuDg zur Theorie der Cyoliden. 

In diesem Paragraphen wollen wir uns mit einer Methode be- 
schäftigen, mit deren Hülfe man sammtliche Ausartungen der allge- 
meinen Cycliden systematisch und erschöpfend aufzählen kann; denn 
gerade auf diese Ausartungen werden wir im Folgenden unser Augen- 
merk fortwährend zu richten haben. Diese Methode finden wir in der 
Weierstrassischen Theorie der Blementartheiler *). Letztere Theorie 
hat, in der Gestalt wie wir sie gebrauchen werden, den Zweck, das volle 
System der Invarianten einer linearen Schaar quadratischer Formen 
anzugeben. Man sieht leicht, dass die Classification der Cycliden, bei 
Zugrundelegung der Geometrie der reciproken Radien, gerade auf das 
hiermit bezeichnete algebraische Problem zurückkommen muss. In 
der That wird eine beliebige Cyclide (p = ebensowohl durch Null- 
setzen irgend einer Form der linearen Schaar Aß — dargestellt 
(unter k den Parameter der Schaar, unter ii := die zwischen den x-, 

• *) Man vergl. den Origmalaufeata von Weierstraas; „Ueber biimeare^imcl 
qnadratieche Formen", Berliner Monatsberichte, 1868; dann aber auch die Dat- 
stellung TOn Gundelfinger im dritten Supplement von Hesse'a Eaumgeometrie, 
dritte Auflage. Ferner die schon in der Einleitung genannte Inaugiiraldiseerta- 
tion von F. Klein (namentlich Abschnitt IV), Bonn 1868; wieder abgedruckt Math. 
Aon. Bd. 23. In dieser letzten Arbeit wird die Weierstraasische Theorie nicht nur 
dargelegt, aondem auch in verschiedenen Punkten vervollständigt. 

Obwohl sieh diese Theorie mit derselben Einfachheit auf Formen mit n 
Variablen anwenden läast, so wollen wir uaa doch der Kürze halber auf^den für 
uns allein in Betracht kommenden Fall n =- b beschräiikeD. 
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Äuaeinandersetaußg der Elementarfcheilertheorie in ihrer Beziehung u. s. w. 49 

bestehende Identität verstanden). Um also zu entscheiden ob die zwei 
Cycliden = 0, (5'^0*) kreisverwandt sind oder nicht, müssen 
wir zusehen ob die zwei Formen seh aaren ISl — $ und Xiii— $' durch 
lineare Substitutionen in einander übergeführt werden können oder 
nicht; oder wie man sagt, ob diese zwei Formenschaaren einander 
äquivalent sind oder nicht. Die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen hierfür liefert uns aber gerade die Weierstrassische Theorie, 
Wir wollen die Formen il und ^ des Näheren folgend er massen 
schreiben : 



=^_2 ^J* ^^ ^'' 



und die Discriminante von XSl ~ ^ in abgekürzter Form durch 
I Xajk — hk I bezeichnen. 

Diese Discriminante setzt Weierstrass gleich Null und bekommt 
hierdurch eine Gleichung fünften Grades in A, deren fünf Wurzeln mit 
^i(i=l, 2, 3, 4, 5) bezeichnet werden mögen. Wir bezeichnen 
ferner durch l( die fünf Wurzeln der Gleichung | X'a'j^ — b^t j = 0, 
unter | X'ajt — bjt \ die Discriminante von X'Sl' — ^' verstanden. 

Nun fragen wir uns: Wie hangen die Wmzeln h mit den Wurzeln 
Vi susam-men, wenn die Formenschaaren Aß — O und X'Ü' — 0' eiMflwtfer 
äguivalent sind? 

Bezeichnen wir zunächst durch ß und O die zwei Formen, in 
welche ß und <? durch eine beliebige lineare Transformation über- 
gerührt werden. Nun weiss man aber aus den Elementen der In- 
variantentheorie, dass die Discriminante eine Invariante ist in Bezug 
auf lineare Transformation, dass also**): 

i ^%i — bji 1=^1 ^äyt — bjt\, 

unter r die Transformationsdeterminante verstanden. Es werden hier- 
nach die Wurzeln der Gleichung: 

] ^äjl: — ^/t ' = 

geradezu mit den Wurzeln Z,- übereinstimmen. 

*) Wir denken uns natariich * und S' nicht nothwendig mit denselben 
Coordinaten geschrieben. 

**) Vergl. Clebsch-Lindemann: Geometrie der Ebene, S. 130, 
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a = uH — j-o», 

^'= ßü — ö*, 
unter a, ß, y, S irgend welche vier Constanten verstanden, so wird 
die Formenscliaar 

A'fl'— ^'=0 

offenbar mit der soeben betrachteten Pormenschaar : Aß — (J> .= 
identisch. Die Wurzeln A,' sind aber natürlich nicht mehr mit den 
Wurzeln A^ identisch. In der That lautet die Gleichung A'ß'— ^' = 0, 
weun man sie vermöge der Formen Sl und <5 ausdrückt: 
«J,-- J ß — © = 0. 

Bezeichnen wir also ,._ ^ durch A, so haben wir wiedei^ dieselbe 
Gleichung vor uns wie soeben, deren Discriminante die Wurzeln Ab- 
hatte. Wir haben also die Relation: 



Wenn swei Formmscfiaaien kSl — und X £1' — $' mit einander 
äquivalent sein sollen, so tbt jedenfalh nothuiendig, dass die Wurzeln A; 
der Disoimmante du ««e« Sc/iaa) auf die Wutsein A/ der Discrimi- 
nante der a/nderen ptojectiv hegogen loerden lonnen*). 

Nehmen wir also den allgemeinen Sali, wo die fünf Wurzeln ver- 
sdiiedeu sind, so werden zwei diesem Falle „ehorige Cyeliden keines- 
wegs immer k reib. verwandt sein ^^ii wollen biilche Cyclideu darum 
aber noch nicht von verschiedener Art nennen. Wir werden den Art- 
begriff vielmehr umfassender wählen und unsere erste Unterscheidung 
zwischen verschiedenen Arten von Cyeliden darin finden, dass wir die 
Multiplici täten in Betracht ziehen, mit denen verschiedene der Wurzeln 
A; zusammenfallen mögen. Hierdurch bekommen wir eine Eintheilung 
in sieben Classen, welche bezw. durch folgende Multiplicitäten der 
Wurzeln eh ar akter isirt sind: 

11111, 2111, 311, 221, 41, 32, ö. 
Diese Classen sind aber noch einer weiteren Zerspaltung fähig, und 
hierin liegt das Wesentliche der Weierstr assisehen Theorie. * 

*) Ist nämlich 1 die nicht homogene Coordinate auf eiaev Geraden, so drückt 
jede gebrochene lineare Substitntion X' = — r-^-^ eine Transformation der Ge- 
raden aus, welche der CoUineation der Ehene oder des Raumes entspricht. 
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AnseinandersetBung der Elementartheilertheorie in ihrer Beaietung u. b. w. 51 

Es sei Ai eine n'-fache Wurzel, so dass die fönfgliedrige Deter- 
minante I XUjt — hji I für A = Xi v'-iach verschwindet; nehmen wir 
ferner au, ea verschwänden alle ersten (viergliedrigen) Unterdeterminan- 
ten Vi'-faeh; alle zweiten üiiterdet«rminanten Va'-fach etc.*), dann 
sieht man sofort, dass: 

Bezeichnen wir nun die Determinante | iajt — &j* | durch D und ihre 
ersten Unterdeterminanten durch Djt, so werden wir offenbar die 
Differentiationsformel haben : 



.22"'^>'- 



Es wird also ^-,- wenn X = li sicher v.'-fach verschwinden, nnd dem- 
nach J5 selber mindestens (r/ + l)-fach. Hiernach ist . v' > Vj'; und 
auf ähnliehe Weise bekommen wir die Ungleichheit: 

V' > r/ > V >■■■, 
bis man zu einem Punkte kommt, wo sämmtliche nachfolgende v den 
Werth Null haben. Die Differenzen: 

Sji =^ V' — Vi', ej = r/ — Vg', Cj' = v^' — v^', ■ ■ ■ 
%mA also |)Ositiv bis zu einem gewissen Punkte, von wo an sie sammt- 
lich Null sind. Es sind nun die so erhaltenen e die wesentlichen neuen 
Elemente der Weierstrassischen Theorie. Schreibt man nun: 

! kaj, - bj, ! =/7'(^ - ^^y = IT ["^^ ^ ^'■^""'^'^ ~ ^'^°' '■-]' 

so nennt Weierstrass die einzelnen hier auftretenden Factoren (X—X,/" 
die Ekmentartheiler der Discriminante von XSl—^ Ein ElementatlheUer 
ist derjenige Setrag an Factoren l — X, dtr letloten geht, nenn man 
von der ganzen Determinante Xüjk — h,^ | zh den ersten Unterdetetminan 
im, schreitet, oder von den ersten ünteidetommanten zu den stielten, etc 
Nun ist die Sachlage die, dass, wie Weierstrass zeigt, neben der 
schon erwähnten Projectivitat der A, die nothwendige und hinreichende 
Bedingung daiur, dass zwei Formensch aaren der hier besprochenen 
Art einander äquivalent sein sollen, d/e JJelireinbtimmtmq dir Mul 
tiphataten e'„ ütret Elementat theüer lat*'*) 

*) Ea 16t dies natürlich hiur so autzufas-en, daas mindeBtens eine der «tan 
ünterdetermmanteii hui v'^ fach verBchwmdet 

"*) Daaa diese i^ahlen e bei zwei ai^unalenten FormeDBchaaren wirklich mit 
einander übereinstimnien raQsseD, wird sofort klar, wenn wir zeigen, dasa die oben 
gebriuoMen Zahlen i^ bei zwei äquivalenten Poimenscliaaren mit einander über- 
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52 - Kapitel 3, 5 1. 

Greifen wir jetzt auf die Unterscheidung nach der Multiplicitüt 
der Wurzeln zurück, so werden wir ebensoviele Arten von Cjcliden 
unterscheiden müssen, wie es verschiedene Systeme von Zahlen v und 
e giebt. Verabreden wir nun, dass bei einer und derselben Wurzel A,- 
die Multiplieitäten e' der Elementart heil er stets in der Reibenfolge 
e/, Cg', e^ ■ ■ ■ geschrieben werden, so sollte man zunächst meinen, dass 
man nicht nur die verschiedenen Systeme von Zahlen e bei der Art- 
eintheilung ins Auge fassen müsste, sondern auch die verschiedenen 
Anordnungen, welche diese Zahlen bei den einzelnen Wurzeln haben 
können. Indessen zeigt man, dass bei jeder Wurzel nur die eine An- 
ordnung wirklich vorkommen kann, in welcher jede der Zahlen e min- 
destens ebenso gross ist wie aiimmtlicbo nachfolgenden e. Oder in 
Formeln ausgedrückt, dass man die üugleichheiteo hat: 

einBiimmeii mÜBsen. Dies abei sehen wit daduicb ein, dass wit eine Anzahl 
Reihen neuer Variablen u^, v^, etc emtühren, welche mit den a, conti agcedient 
sein mögen. Dann sind bekaunteimaBBcn die gnanderten DcteiminantHn 
'lau — Öu ^»is -&!!-■ ■''"15 — ''15 «1 ^"n — Ki ^"is-^. "1 »-i | 



Cont avinanten der lorra 27(1 a —b )a ic ftenn man aber de erste d eeer 
Determ uaaitea a n It pbou-t ao werden d e Coeffic enten der u einlach d e ersten 
üntetdeterm nanten D j^ se n Eben o we den d Coetfic enten de * u n der 
awe ten Determ nante 1 e zwe ten ünterdete m nanten von i* ee o et De erste 
der obenat henden Dete m nanten nthSlt dLo den la to f, — X gena v fach 
d e awB te V ia h et ünte tv ft man nu de ine bnea en Snl st tut o 

welche ISi — * nlJJ — # lefbt aowe den die aus D gel Ideten ge änderten 
Dete minan en den Fa or 1 — l de Defin t on nach v be » et fach ent- 

halten Wegen der Lontcavar anz 1 e er Determ ndnten achl st ma dann oto t 
r = tf Be der fc neren Umgestaltung on lü — * i ß — * hdt ma uff n 
bar V ^^ V . bs ist demaach f^ =^ 1^, w. z. b. w. 

*) Um diese Ungleichheiten zu beweisen, bedient man sieh einer Determi- 
nante aidentität, welche wir, indem wir die in der vorangehenden Anmerkung 

\ D »'■ 
vorkommenden geränderten Determinanten der Kürze halber durch I ! und 

; " Ol 

D wv. 
I M I bezeichnen, folgender 
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mernach können wir diese Arteiutheilung der Cjcliden durch folgendes 
Schema festlegen, in welchem die Ziffern die Werthe der e bedeuten 
sollen, während die Summe der jedesmal zusammengeklammerten 
Ziffern die zugehörigen v vorstellen *). 





» 


b 


' 


d 


' 


f 


g 


I 


11111 


(11)111 


(111)11 


(11)(11)1 


(1111)1 


(111)(11) 


(Hill) 


11 


Slll 


2(11) 


S(lll) 


(21)11 


(21(11) 


(211)1 


(3111) 


III 


311 


S{U)1 


(äl)l , 


(Sil) 








IV 


221 


2(21) 


(22)1 


(221) 








V 


41 


(41) 












VI 


K 












VII 


5 















Es sind dies U7 Fälle, von denen aber der eine, Ig), wie wir sofort 
sehen werden, in Wegfall ftommf**). 

Weiterhin werden wir den einzelnen der hiermit unterschiedenen 
Fälle auch durch ein geometrisches Schema bezeichnen, indem wir für 
ihn die Werthe Xi als Punkte in der Ebene der complexeu Zahlen X 
markiren und diese Punkte mit Zeichen versehen, welche durch die 
Anzahl von Strichen, aus denen sie bestehen, die Multiplicitäteu der 



I B M 



1 o| VU- o7 



Die linke Seite dieser Identität enthält ßänilich den Factor [X — 1^ genau 
{v.' -{- i'')-fach, die rechte Seite dagegen mindestens Si-i'-facli, Es ist also: 



V"+-*S2.,'-. 



,*>","■ 



h>e. 



Auf dieselbe Weise fortschreitend beweist man dann auch die anderen Ungleich- 
heiten. 

*) So wird z. B. [2(11)1] den Fall bedenten, in welchem es zwei zweifache 
Wurzeln und eine einfache Wurael giebt, und wo die eine Doppelwurzel zu einem 
zweifachen, die andere zu zwei einfachen Elementarth eilern gehört. 

'*) Man Tcrgl. die früher citirte Abhandlung von Loria: Geometria della Sfera. 
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Kapitel 3, 



betreffenden Wurzeln angeben, während die Vertlieiluug dieser Mul- 
tiplicität zwischen verschiedenen Elementarth eilen dadurch zur An- 
schauung gebracht wird, dass jedesmal nur diejenigen Striche, welche 
zu demselben Elementartheiler gehören, einander parallel liegen. So 
■werden z. B. die Fälle IVb) und IV d), d. h. [2{2l)] und [(221)1, durch 
folgende zwei Figuren gekennzeichnet werden können: 




Nun haben wir (nach Weierstrass) folgende kauonische Formen 
für iß und 3> in den yerschiedenen Kategorien I— VII: 

(Ü = x{' -\- x^ + x^^ + x^ -\- %^, 

iil = 2x^X2 + ^3^ + xl' + %,'', 

I * = X^(2x^x^] + x^^ + l^x^^ + k^xc + Kx^:, 
jj (ß= 2x,x^ + x^' + ^,^+ xV, 

1^ = X^(2x,x^ + «/) + 23^1^2 + l^x;' + A,^,^'; 
(ß= 2x^Xi + 2a:33;4 + a:^-, 

l<ß = ;i,(2a:,a;,) -f a^i' + li{2x.^x^) + a;^' + X^Xr^] 
fa= Sa^ia;^ + 2a;ga;3 + 3:5^, 

I ^ = k^{2x^^x^ + 2^33^3) + 23:^3:3 + x^^ + ■^ä^^s'; 
|ß= 2a:ia;3 + 3:/ + 2a:jX,, 

1 * = i.^{2x,x^ + «ä^) + 2x^Xi + ^4(23^13!;,) + 3^4'; 
(i2 = 2a:t*B + 2x.iX^ -\- x^', 
1* = -l,(2:Cia^5 + 2/2^, -f- V) + 2^i:r, + äa^'^a^g. 

Diese kanonischen Formen beziehen sich allerdings ohne Weiteres nur 
auf die Fälle in der Colonne a) unseres Sehemas. Wir bekommen 
aber die kanonischen Formen für die in den anderen Colonnen stehen- 
den Fälle, indem wir in der kanonischen Form des entsprechenden 
Falles a) die Wurzeln A, einfach in geeigneter Weise zusammenfallen 
lassen. So ist z. B. die kanonische Form für den FhII Id): 

j 9, = x^^ + x^^ + V + ^i + *>."' 
1* = lyXi' + k^x.,^ + L/x.^ + l^x^' + l^x^'. 
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Man erkennt weshalb der Fall Ig) auszulassen ist, weil nämlich 
* dann ein einfaches Multiplum von Si werden würde und also 
ß = 0, 0^0 Überliaupt keine Fläche vorstellt. 

Dass diese kanonischen Formen wirklich Formenschaaren liefern, 
welche zu dem betreffenden Falle gehören, sieht man sofort, wenn 
man die verschiedenen Discriminanteu hinschreibt. Die Leistung von 
Weierstrass liegt nun darin, dass er bewiesen hat, dass jedes Formen- 
paar jß, je nach der Art seiner Elementartheiier auf die eine oder 
die andere dieser kanoniscJieit Formen durch lineare Svhstitution gebracht 
werden kann *}. 

Hier wollen wir nur die auch sonst wohlbekannte Transformation 
im Falle la) angeben**). Da haben wir nämlich die Substitution 
au machen: 



QX, '^ Q, 



^^Cj>^x/'> -Xi.; 



WO die Constanten x/'> aus den li( 


learen 


Gleichungen zu bestimmi 


sind: 






(A^a,, — in)^."' + (^.«12 - ^i2W 


" + • 


■ ■ + (A,o,5 - S,,)!;!" = 0, 


(A,«,j-ö,,K« + a.«^-M%" 


' + • 


■■ + (i,«>s-i>>,)»."'-0, 



{iKh, - Ss,) V + (■!.«-,. - h,)','" + ■■■ + ft«ss - hl)",'" - 0. 
Diese Gleichungen sind mit einander verträglich, weil A; geradezu als 
eine Grösse bestimmt war, welche ihre Determinante zum Verschwin- 
den brachte. Sie reichen aber auch aus, die a:''' bis auf einen gemein- 
samen Factor zu bestimmen (weicher dann in das p; aufgenommen 
werden kann), weil die ünterdeterminanten nach Voraussetzung nicht 
verschwinden. Diese Substitution bringt Sl und (5 auf die Gestalt: 



ß 



=!?«■. *-2/- 



in welcher wir sie im Folgenden sofort benutzen werden. Um schliess- 
lich die zwei Formen genau auf die Weierstrassische Form zu bringen, 
haben wir nur noch die Substitution zu machen: 

QXi -^ Ya: ■ Xi. 

*) Zugleicli gelingt die Transformation in den PäUen a) im Wesentlichen 
nur auf eine Weise. In seiner Dissertation hat Klein die Frage untersucht, wie 
oft die Transformation in den Fällen b), c) . . . bewerkstelligt werden kann. 
Hierauf kommen wir in Kapitel 3, § 4 von geometrischer Seite her zurück, 

**) Man vergl. die geometriacheo Äuaeinandersetzungen über gemeinsame 
Potartetraeder in Kapitel 1, § 3. 
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In jeder der Kategorien I— VII aiud, dem Vorangehenden Kufolge, 
die Fälle b), c), d) . . . als Speciallfälle von a) anzusehen. Es sind 
aber auch die Fälle ila), Illa) . , . (und folglich die ganzen Kate- 
gorien II, III . . .) als Speeialfdlle von la) anzusehen, wie durch einen 
besonderen Grenzübergang klar wird (K). Um diesen Grenzübergang 
auseinanderzusetzen, müssen wir als Ausgangspunkt die oben gewon- 
nene kanonische Form wählen: 

(A) 

Um von hier aus zur Kategorie II überzugehen, machen wir die 
Substitution : 

Ag ^ A, -|- f, «2 "^ ^1 "f" ^^2> 

wo e eine unendlich kleine Grosse erster Ordnung sein soll. Vernach- 
lässigen wir unendlich kleine Grossen zweiter Ordnung, so geht hier- 
durch das Formenpaar (Ä) in folgendes über: 

ß ^ (a, 4" a^)xj^ + 2a^£x,X2 + a^x,'^ + «i^^/ + «^a^s^i 

= Ai(a, + «ä)*i^ +«a*(^iH-2^i«ia;j)+ AjWs^^ + ^^ßj^K^^ + l^a^x^^. 
Wenn wir nun hier setzen: 

a^-^a, = 0, «gf = 1, «3 = M^ == fl, = 1, 

so bekommen wir gerade die Wei erstrassische kanonische Form IIa). 
Um andererseits vom Formenpaar fA) zum Falle Ula) überzu- 
gehen, machen wir die Substitution: 

A,-A.+ £, x.'^x. + ix,, 

A., <^ A^ -f £, x^'^ x,-\- b'x^ -\- tja;^, 

wo s und £ von der ersten, tj von der zweiten Ordnung unendlich 
klein sind. Wir bekommen dann nach Vernachlässigung unendlich 
kleiner Grössen dritter Ordnung: 

il ^ («1 + «a + (fa)^i^ + 2(<»a£ + a^s')x^x^ + (a^s^ + agE'^)^^^ 

-j- 2a^7jX,Xg -f- i^t^t^ + %%S 

= A,(aj-1- «ä + (h)xi^ -\- 2X^(a^E -i- as£')XjX^ + i.,{a^i^ -\-asc"')x./ 

-\'2i.ia^fix,x^ + («3« + ^3^')Xi^ -\- 2(a^£" -j- a.je"')x^x^ 

-(- l^a^Xi -f- k^a^x^. 

Setzen wir jetzt: 
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«^ -|- «2 + (Ta ^ 0, a.^E^ -\- üi^E^ = 1 

a^E + «jC •= 0, «3»; = 1 j 

so bekommen wir gerade das kanonische Formeupaar Illa). 

Auf ganz entsprechende Weise bekommen wir aiieli die kanoni- 
schen Formen IV— VII. 



§ 2. AnwendTing der ElementartlieilertlLeorie auf die Theorie der 
oonfocalen Cyolidensyateme. 

Im vorigen Kapitel fanden wir als Gleichung der allgemeinen 
confocalen Cyclidenschaar : 

r'_!'-I; + r^T, + i'S, + i^'i, + Y=T. - »■ 

wobei wir als Identität zwischen den pentasphärischen Coordinaten 
folgende voraussetzten : 

Jetzt bemerken wir, dass sämmtliche Flächen dieser Sckaar zum Falle 
Ja) des vorigen Paragraphen gehören. Wir dürfen also die Schaar 
selbst durch die Elementartheiler [Hill] kennzeichnen. Es soll unsere 
erste Aufgabe in diesem Paragraphen sein, die Ausartungen dieser 
Cyclidenschaar zu untersuchen, welche den übrigen Fällen der Ele- 
meatartheilertheorie entsprechen. 

Zunächst bekommen wir, indem wir einige der e,- schlechtweg 
einander gleich setzen, Orthogonalsysteme, welche wir selbst mit Ib), 
Ic) . . . bezeichnen wollen, je nachdem sämmtliche Flächen der Schaar 
zu dem einen oder dem anderen dieser Fälle gehören. Natürlich 
können wir in allen diesen Fällen I sämmtliche a; gleich Eins setzen. 

Nun können wir auch Orthogonalsysteme, welche zu den Kate- 
gorien II, III .. . gehören, durch besonderen Grenzübergang finden. 

Setzen wir zunächst nach Äualogie mit Seite 56: 

^s '^ ^1 + *i ^2 '^ 3;, + sx^, 
so bekommen wir: 
j ß = («1 + a^Xi^ -f ^a^fx^x^ -\- a^x^^ + a^x^ -(-' a^x^ = 0, 

Setzen wir jetzt ferner: 
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so erhalten wir: 

iil~ 2x^x, + x^^ + Xi- + %- =0, 

[^ — {l~e,)^ ^ X-e,^ l-e.,^ X-H,^ l-e-. 

Jede Cyclide dieser Schaar gehört, wie leicht zu sehen ist, zum 
Falle IIa), obwohl ihre Gleichung hier uieht genau in der Weier- 
atrassisclien kauonischeu Form geschrieben ist. Wir werden also 
diese Schaar das Cjclidensystem IIa) nennen, und bekommen dann 
die Cycliden Systeme IIb), IIc) . . , duieb blosse G-leiehsetzung ver- 
schiedener e,-. 

Um andererseits von der Kategorie I zur Kategorie III überzvi- 
gehen machen wir, ähnlich wie anf Seite 56, den Grenzübergang: 

Cj "^ c^ + e , x.^ =^ x^ -^ £ x^, 
<?s '^ ^1 + ^'1 '''.1 = ■^i + ^'^1 4" 'J*.i' 
vmd setzen hinterher: 

^1 -\- ^s -h ^-^ =' ^! "s^^ + "a^'^ = 1? 

(f. = fl- = t. 

Auf diese Weise bekommen wir als Cyclidenseliaar IllaJ: 

(ii= 2a;ia:3 + x/+ x,^ + X;~ =0, 



-(l-,,y-r^i_,,y 



' l — c, ^J — c^'J— c, 



Die Fälle Illb), Illci . , . sind wieder durch Gleichsetzen der Ci zu 
bekommen. 

In ähnlicher Weise können wir den Grenzübergang zu den an- 
deren Kategorien IV, V . . ■ machen, doch hierauf gehen wir der Kürze 
halber nicht ein, zumal da wir, wie sich bald herausstellen wird, die 
dadurch zu gewinnenden Formeln nicht nöthig haben. 

Jetzt stellen wir tolgendes Theorem aut 

Wenn, man itaü der < onüanten c, de^ allyemcirmi confocaleii 

Cychdenatfstews ogend iielche hneait i unctwncn ' <i suhstituirt, so 

ändert bwh das Flach&isysteni nicht, nur det Parameterwerth wird ge- 
a/ndert, de» den einzelnen 1 ladien heifelegt und 
heizen wii nimlich 
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"--■,<+'•• 

und gleichzeitig: 

l = ">' + ^ 

(welche letzte Substitution natürlich nur den Parameterwerth ändert, 
welcher zu den einzelnen Flächen gehört), so nimmt die Gleichung: 

^; i~~ ^ der Flächenschaar die Gestalt au : 
oder einfach: 

■2' ^■-< =2'' ■r-<---j'2f^^ ='^- 

Wenn wir also die Identität /;*i^ = berücksichtigen, bekommen 
wir als Gleichung der Flächenschaar: 

welches einfach die alte Gleichung der Flächenschaar ist, worin an 
Stelle der d bestimmte lineare Functionen derselben substituirt sind. 
Dieses Resultat können wir auch mit folgenden Worten zusammen- 
fassen : 

Im Sinne der Geom^ie der reciproken Badien ist eitle allgemeine 
confoccUe Cyclidmschaar durch die zwei unc^hängigen Doppelverhältnisse*) 
ans den fünf Constanten C; charakterisirt. 

Diese Betrachtungen bedürfen in den Kategorien II, III .. . einer 
kleinen Modification. Machen wir nämlich im Plächensysteme IIa): 

,t5^ + t5f + fS; + &. + S. - 0. 

die Substitution 

so bekommen wir nach ähnlicher Umrechnung wie soeben: 

*) Wegen des Begriffes des Doppel Terhältnissea vergl. n)au ein beliebiges 
Lehrbuch der neueren Geometrie. Derselbe tritt bei uns nur an dieser Stelle bei- 
läufig auf. 
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eine Gleichung, welche erat durch die Kreis Verwandtschaft: 

in die ursprüagliche Gestalt übergehi 

Wenn wir in der Kategorie III bei der Flächenachaar : 

dieselbe Substitution und eine ähnliche Umrechnung machen, 
dieselbe über in: 

(B) l»'-«.')'("'-f') ('■-<,')■ (««-P7) ''" '■- 

eine Gleichung, welche durch die Kreisverwandtschat't; 



-»-fy „ 


. 










«^.~ 


ii^fj^gi''' 


+ »^, 










*5 '^ 


— r' 


1+ -. 


■i{-i^< 


■+'"--1 


+ 




'+d)= 


»(«« - fl) ""' 


l(,S 


-p,) "■' 


-Pr 



in die ursprüngliche Gestalt übergeht. 

Auf die entsprechende Transformation in den Kategorien IV^VIl 
gehen wir der Kürze halber nicht ein. 

Wir finden also, dass, obwohl die Cyclidensehaar nach linearer 
Substitution der e; nur in der Kategorie I absolut ungeändert bleibt, 
sie doch in den anderen Kategorien nur einer Kreiayerwaudtachaft 
unterworfen wird. Wir können also sagen: 

Im Falle la) gieU es im Sinne der Geometrie der reciproken Radien 
oo^ verschiedene Cyclidensysteme; in den heiden Fällen Jb) und IIa) je 
oo', ivährend in jedem der anderen Fälle alU Gyclidenschaarett derselben 
Art mit einander kreisverwandt sind. 

Ehe wir diese Betrachtungen abschliessen, müssen wir noch ins- 
den Fall erwähnen, wo der Werth e,, welcher zu einem 
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mehrfachen El em entartheiler gehört, ins Unendliche geworfen wird, 
wo also in der Kategorie II oder III e^^ oo. Hier sind die soeben 
angeschriebenen Kreis verwand tschaften mit unendlichen Coefficienteu ■ 
behaftet, indem yej'-j- tf = c». Den Grund hierfür findet man darin, 
daaa, wenn man an Stelle von e^ in den Kategorien II, III , . . 
schlechtweg den Werth cxj setzt, die resultirende Flächenschaar nicht 
nur mit der ursprünglichen nicht kreis verwandt ist, sondern nicht 
einmal zu derselben Kategorie gehört, sondern zur Kategorie I. Dieser 
Fall bedarf also einer besonderen Behandlung, welche wir jedoch nur 
für die Kategorien II, III angeben wollen. 

Wir dürfen selbstveratändÜch, auch wenn wir e,.[= oo nehmen 
wollen, die Gleichungsformen (A) und (B) zugrundelegen. Setzen wir 
darin e/^ oo, so haben unsere PJäehenschaaren die Gleichungen: 

(D) ~ xS^ "'' + J-^, ''"' + r5^ + f5^ - »• 

Diese zwei Gleichungen können wir nun zwar nicht auf die ursprüng- 
lichen Formen II und III durch Kreisverwandtschaft zurückführen, 
wohl aber auf folgende zwei einfachere Formen (wo wir der Einfach- 
heit halber k' und ei durch X und ei 



(E) _ ^^^^ + ^ + ^-3_ _(. ,3_ = 0, 

(P) _ ix,' + 2x,x, + j-^^ + j^ = 0. 

Im Folgenden werden wir von diesen Flächenschaaren (E) und (F) 
sagen, dass sie die Flächenschaaren II und III sind, wo e^^oo. 
Natürlich ist (E) mit solchen Flächenschaaren IIa) kreisverwandt, 
deren C; dasselbe Doppelverhältniss haben, wie die Werthe oo, Cg, e^, 
65 in (E)j (F) dagegen mit jeder Flächenschaar Illa) kreisverwandt. 



§ 3. BealitätBverhältnisse. Entsprechende Modiflcation der 
ElementartheEertheorie. 

Bis jetzt haben wir in diesem Kapitel den Unterschied zwischen 
reell und imaginär vollständig ausser Acht gelassen. Bei den Unter- 
suchungen der mathematischen Physik aber, welche unser Zielpunkt 
sind, kommt dieser Unterschied in zweierlei Weise zur Geltung: 
1) Man hat nur reelle Flächen in Betracht zu ziehen; 2) man darf 
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nur solche Piäclieu als gleichberechtigt anseheu, welche durch reelle 
Kreis Verwandtschaft in einander übergeführt werden könuen. Sehen 
wir denn zu, inwiefern unsere Theorie durch diese Umstände modi- 
ficirt wird. 

Legen wir ein reelles penta sphärisches CoordiuateDsystem zu 
Grunde, so werden wir (vergi. S. 30) die Gleichung jeder reellen 
Cjclide mit lauter reellen Coefficienten achreiben können. Ferner kann 
die Identität bei einem solchen Coordinatensystem auch mit reellen 
Coefficienten gesebrieben werden. Hiemach wird die Gleichung zur 
Bestimmung der Wurzeln A, für diese Cyclide mit lauter reellen Coefh- 
cieuten geschrieben werden können, und die li selbst werden, sofern 
sie nicht reell sind, einander paarweise conjugirt imaginär sein müssen. 
Wenn nun insbesondere die Cyclide zur Kategorie 1 gehört, sehen wir 
mit leichter Mühe, dass sich, wenn wir die Identität auf die Form 

^ i OiXi^ ^0 bringen , vermöge der Transformation von Seite 55 

die Coordinaten Xi sowie auch die Constanten Oi ebenso verhalten 
werden, wie die entsprechenden A^, was die Realität angebt. Wenn 

wir also die Identität auf die Form ^f Xj' = durch die letzte Sub- 
stitution von Seite 55 reduciren, werden diejenigen Paare von Coor- 
dinaten Xi, welche conjugirt imaginären A,- entsprechen, noch conjugirt 
imaginär sein; diejenigen Xi aber, welche reellen A; entsprechen, können 
ebensowohl rein imaginär als reell sein, je nachdem üi negativ oder 
positiv. Dieses Resultat können wir dann durch die Grenzübergänge 
von Seite 56 auf die Kategorien II— VII ausdehnen. Insbesondere 
werden mehrere Xi, welche zu einem einzigen Xi gehören (wie z. B, 
x^f x^, Xg zu J.1 im Falle Illa), sämmtlich reell sein müssen, wenn das 
A,- reel! ist; wenn aber das A,- complex ist, muss es ein anderes ihm 
conjugirt imaginäres A; geben, zu welchem ebenso viele Xi gehören, 
welche dann mit den ersten Xi paarweise conjugirt imaginär sein 
werden. 

Hierdurch sieht man, dass bei der Reduction reeller CycUden 
auf die Weierstrassischen kanonischen Formen nur Coordiuatensysteme 
der sechs Arten von Seite 41 — 42 auftreten können. Ferner sieht man 
aber auch, dass von diesen noch die drei Arten B"), B"'), C) aus- 
zuschliessen sind, denn z. B. für Cycliden der Kategori& IV dürfen 
nicht, wie bei dem Coordinatensystem C) % mit x^, conjugirt imaginär 
sein, sondern etwa x^ mit x^ und Xj^ mit x^. Wir gewinnen dann 
acblieaslich folgenden Satz: 
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Insofern wir uns auf reelle Cycliden hesckränken, kommen die Kater 
g&rien IV— VII in Wegfall. Die Kategorien II M«d III bleiben un- 
geimdert bestehen; während die Kategorie I in gwei neue Kategorien T 
imd I" m spalten ist, je nachdem lauter reelle Wurgeln oder sim ima- 
ginäre Wurseln auftretest. 

Die Cycliden I'a) haben, wie man sofort sieht, fünf reelle Sym- 
metriekugeln, von denen eine nulltheilig; im Falle l"a) giebt es drei 
reelle und zwei conjugirt imaginäre Symmetriekiigeln. 

In den Fällen IIa) und lila) sind drei reelle (eintheilige) Grund- 
kugeln vorhanden und zwei reelle Punktkugeln. In diesen zwei letzten 
Fällen sind aber die Grundkugein keineswegs sammtlich Symmetrie- 
kugeln. In der That können Punktkugeln höchstens in uneigentlichem 
Sinne als Symmetriekugeln angesehen werden, nämlich dann, wenn sie 
als Grenzfall eigentlicher Symmetriekugeln auftreten. Aber auch in 
diesem un eigentlichen Sinne ist in den Fällen IIa) und Illa) jedesmal 
nur eine der Punktgrund kugeln (nämlich x^^ 0) Sjmmetriekugel. Da- 
gegen sind im Falle IIa) alle drei eigentlichen Grundkugeln, im 
Falle Illa) zwei derselben, Symmetriekugeln. 

Alle diese Resultate sind ohne Weiteres auf Cyclidensysteme zu 
übertragen; man sieht dann mit leichter Mühe die Richtigkeit folgen- 
den Satzes ein: 

Wenn wir nur reelle Flächenschaaren in Betracht giehen wollen, so 
können wir uns auf reelle Werthe des Parameters X beschränken. Dann 
müssen die e,- alle reell sein, mit Ausnahme der Fälle der Kategorie I", 
wo ewei von ihnen einander conjugirt imaginär sind. 



§ 4. AnfzähluDg der reellen Systeme confocaler Cycliden. 

Wir sind jetzt im Stande, eine vollständige Aufzählung der reellen 
Systeme confocaler Cycliden zu geben. Wie die verschiedenen hierbei 
in Betracht kommenden Schaaren sich gestaltlich verhalten, sehen wir 
am einfachsten dadurch, dass wir anstatt der pentasphärischen Coor- 
dinaten zunächst mitteist der Formeln von Seite 41 — 42 Oartesisehe 
Coordinaten einführen, die besonderen so dargestellten Flächen Systeme 
untersuchen und uns dann eine beliebige reelle Kreis Verwandtschaft 
ausgeführt denken. Wir können auf diese Weise folgende Tabelle 
entwerfen, in welcher wir jeden Fall auf Grund der auf Seite 54 ge- 
troffenen Verabredung mit einem Schema begleiten, Dabei sollen 
diese Schemata noch dadurch vervollständigt werden, dass wir den 
Strich, welcher der bei der Kategorie I' auftretenden nulUheiligen 
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Kugel entspricht, mit einer Pfeilspitze verselieii. Wir werden nun 
diese Schemata geradezu ald in der Ebene der eoinplesen Zahlen A ge- 
legen ansehen. Jedem Punkte unserer horizontalen Mittellinie, als 
der Axe der reellen Zahlen, entspricht dann eine reelle Cyclide der 
Schaar, Diese Fläche kann dabei nulUheüig sein, d. h. bis auf reelle 
singulare Punkte oder Curven keine anderen reellen Punkte besitzen. 
Ich habe diejenigen Theile der reellen Axe, denen solche nulltheilige 
Flächen entsprechen, in den Schemata nur puuktirt. 

Diejenigen reellen Flachen,, welche (abgesehen von etwaigen iso- 
iirten Doppelpunkten) nur einen durchaus zusammenhängenden reellen 
Theil besitzen, bezeichnen wir als eintheüig oder als ringförmig, je 
nachdem dieser reelle Theil im Sinne der gewöhnlich gebrauchten 
Ausdrucks weise der Änaiysis situs einfach oder dreifaeh zusammen- 
hängend ist. Flächen, dereu reeller Theil aas zwei getrennten Schaalen 
besteht, bezeichnen wir als zweitheilig; eine jede dieser Schaalen ist 
dann nothwendig einfach zusammenhängend. Wenn die Fläche einen 
reellen nicht isolirten Doppelpunkt besitzt, so sind diese Bezeich- 
nungen natürlich nicht ohne Weiteres anwendbar. Es kann aber eine 
solche Fläche immer auf zwei Weisen als Grenzfall einer singulari- 
tätenfreien Cyclide angesehen werden, und wir können dementsprechend 
zur Beschreibung ihrer Gestalt eine doppelte Bezeichnung (z. B. ein- 
z weitheilig) gebrauchen. 
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Aüfeablung der reellen Systeme confocaler Cjcliden. 
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Aiifzilhluüs der reellen Systeme coafocaler Cycliden. 
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Aiiföililnng der reellen Sjeteine confocaler Cjcliden. 
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70 Kiii.itel 3, i i. Kiipit«! i. 

Zu ilieser Tabelle fügen wir noch fülgende Benierliuiigeii : 

Wir habeu in der Tabelle neben der Benennung der im Allge 
meinen auftretenden Flächen jedesmai die Benennung demselben Falle 
angehoriger besonders einfacher Flächen eingeklammert; aus diesen 
besonderen Flächen gehen die allgemeinen Flachen des Falles jeweils 
durch reelle Kreis Verwandtschaft hervor. 

Durch nähere Untersuchung ergiebt sich, dass es iu den allge- 
meinen Fällen I'a) und l"a) bei<Iemal drei wesentlich verschiedene 
Arten von eigentlichen (d. h. nicht imaginären oder nufltheiligen) 
Flächen giebt. Dieselben haben wir iu der Tabelle bezw. mit den 
Buchstaben (t, v, p bezeichnet. Ferner tindet man, wie wir im näch- 
sten Kapitel näher ausführen werden, dass die Flächen jeder dieser 
drei Arten den reellen ßaum gerade einfach ausfüllen; wir werden 
also, etwas ungenau, von einer jt-Schaar, r-Schaar und p-Schaar un- 
serer Flächen sprechen dürfen. Sofern man nun nicht nur zwei 
Punkte ei, sondern auch die zugehörigen Elementartheiler zusammen- 
fallen lässt, bleibt die Anzahl dieser Sehaaren eigentlicher Flächen, 
wie die Tabelle aufweist, ungeändert. Lässt man aber zwei d zu- 
sammenfallen, ohne dass es die zugehörigen Elementartheiler thun, 
so geht in dem verschwindenden Intervalle jedesmal eine der in Rede 
stehenden Schaaren eigentlicher Flächen verloren. Auf die Erklärung 
dieses Umstandes und die Ergänzung, die wir alsdann unserem Flächen- 
system hinzufügen müssen, gehen wir erst in deu nächsten Kapiteln 
näher ein. In der Tabelle haben wir diesen Umstaiid, bezw. die . 
späterhin zu gebende Erläuterung, insofern berücksichtigt, dass ivir 
immer einen oder auch mehrere der Buchstaben jt, !■, q zwischen die 
Striche des dem betreffenden Punkte beigefügten Zeichens gesetzt 
haben. Es ist in dieser Hinsicht besonders zu bemerken, dass in den 
Fällen le), If), Ilg) in der hiermit angedeuteten Weise alle eigent- 
lichen Flächen schaaren verschwunden sind, sodass allen nicht singu- 
lären Werthen von X ein und dieselbe feste Fläche zugehört. 

Schliesslich fassen wir einige der wichtigsten Ergebnisse der 
Tabelle folgen dermassen zusammen: 

Wenn eine Doppelwursel (U) auftritt, bekommen die Flächen der 
Schaaren ewei gemeinsame Doppelpunkte. 

Wenn eine dreifache Wtirsel (111) auftritt, bekommen die FläcJien 
der Schaarm einen geineinsamen DoppeUreis, und arten also sämmtlich 
in Kugelpaare eines und desselben Kugelbüschels ans. 

Wenn eine vierfache Wnr!:el (Uli) auftritt, belmmmen alle Flüchen 
der Schaaren eine und dieselbe Doppelkugel, d. h. sie arten sämmtlich in 
diese eine do^eltmhlende Kugel aus. 
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In diesen drei Fällen besteht das betreffende Doppelelement aus 
sUmmtliclien Punkten, welche auf allen übrigen Grundkugeln dea kano- 
nischen Coordinatensystems liegen. 

Wenn eine mehrfache Wursel eintritt, bei der nickt alle Elementar- 
tlieiler einfach sind, iekommen alle Flächen 3&r Schaar eine gemeinsame 
Singularität, nämlich im Falle einer Doppelwureel (2) einen gewöhnlichen 
Do^e^unJct, in allen anderen Fällst eine höhere Singularität (einen hi- 
planaren Funlct etc.). 

Hierzu fügen wir noch einen Sata hinzu, der für die physikalischen 
Anwendungen wichtig sein wird; 

Die Flächenschaar wird dann und nur dann su einem Kugelbüschel, 
wenn eine mefirfacke Wurzel auftritt, hei der drei verschiedene Elementar- 
theiler vorltanden sind. 

Andererseits können wir aus der Natur der Wurzeln gewisse 
Symmetrie Verhältnisse sofort ablesen. Hierüber sprechen wir folgen- 
den Satz aus, worin man beachten muss, daas nur von den Symmetrie- 
kugeln (unter welchen auch die Punktsymmetriekugeln, vergl. S. 63, 
zu verstehen sind), nicht aber von den anderen Grundkugeln die Rede ist: 

Tritt eine mehrfache Wursel auf, iei welcher nicht alle Elementar- 
thsüer gusammen fallen, so loerden die Flächen der Schaar nicht nur in 
Bezug auf die mm inehrfachen Funkte gehörigen Symmetriekugeln sym- 
metrisch sein, sondern auch in Bezug auf jede Kugel, welche durch den 
SchniU dieser Kugeln hindurchgeht. 

In allen solchen Fällen kann also das kanonische Coordinaten- 
system auf unendlich viele verschiedene Weisen gewählt werden, wie 
dies in der Inauguraldissertation von Klein (vergi. Anm. S. 55) auf 
analytischem Wege bewiesen wurde. 



Kapitel 4, 

Beschreibung der Gestalt der verschiedenen coiifoealen 
Cyclidensdiaaren. 

Nun haben wir noch die'Aufgabe, die Gestalt der verschiedenen 
Cyclidenschaaren näher zu beschreiben, und, soweit dies ohne Modelle 
möglich ist, der Anschauung zugänglich zu machen. Es handelt sich 
dabei um qualitative Betrachtungen durchaus einfacher Natur, deren 
Resultate allein im vorliegenden Kapitel angegeben werden sollen. 
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Hier greifen wir zunächst wieder zum eiits|irecliendeu zweidiuieiisioii ei- 
len Probleme zurück, wo wir die ganze öaclie diircli Figuren*) aii- 
scliaulich machen können. 



§ 1. Von der Gestalt der allgemeinen Systeme confocaler 
eyelieoher Curven. 

In der Ebene giebt es gerade wie im Räume zwei solche Systeme, 
deren Gleichungen ich weiter nicht anschreibe. Dieselben entsprechen 
len Schemata: 

j(, V ^ zweitheilige cyclische Curven. 



eintheiHge cyclische Curven. 

wenn wir nur die symmetrj- 
! Fälle, wo zwei der Symme- 
trie kreise Geraden sind), 
wie in den nebenstehen- 
__ den Figuren angegeben 

ist, dar. 

Man bemerke in 
diesen Figuren , dass 
\ Stücke der Symmetrie- 

kreise (bezw. -geraden) 
doppeltüberdeckt als 
Grenzßlie der Curven 
der Schaar anzusehen 
sind. Dies haben wir 
in den Figuren durch 
starke Auszeichnung 
' dieser Curven ange- 

ltutet. Durch nähere 
Untersuchung stellt ts siüi herau'j, dass die Punkte, welche diese 
Stücke Yon emander abgrenzen und weicht in den Figuren durch kleine 
Kreise ausgezeichnet sind die reellen Brennpunkte sind, welche allen 
Curven der Schaar gemeinsam sind **) 

*) Die meisten Figuren dieses Kapiteh welehf Curi ■■nscliaaiBii daibtelleii, 
finden si b schon bei Holzmu 1er Theorie der isogonale i \ erwandtSL haften 

**) Wenn wr den NatiiweiB nicht 1 efern dis« diese Punkte im PonLelet 
Flacker BLhen 'MnDe wiiklicli Biennj-unkt« sind und ogdi dienen Bcgiiff dfs 
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Nun sieht man ferner, dass im Falle A") die zwei Symmetrieaxen 
einander YÖUig gleichberechtigt sind, indem sie beide zwei reelle 
Brennpunkte tragen, 
während dies im Falle 
A')nichtder Fall ist*). 

Durch Rotation 
dieser Curvensehaaren 
um ihre Symmetrie- 
axeu kommen wir zu 
den Systemen von 
ßotationscyeliden **) ; 
und zwar durch Ro- 
tation der Curven- 
schaar Ä" um die eine 
oder die andere Axe 
auf eine Cyeliden- 
schaar I"b); durch 
Drehung der Curven- 
schaar Ä' aber kom- 
men wir, je nachdem 
wir die eine oder die 

andere Äse als Rotationsaxe wählen, auf Cyclidensysteme l'bj) oder 
I'bj). Auf diese Flächen Systeme werden wir später wieder zurück- 
kommen. 




Brennpunktes nicht emmnl erklären, aa 
geschielit dies, weil diese Punkte uns 
im Folgenden nur als Greczpunkte der 
Ourvenscliaar interessiren werden. Wir 
hätten sogar das Wort „Brennpunkte" 
vollständig T ermeiden und nnr Ton 
„Gvenzpunkten" reden können , haben 
es aber vorgezogen, die gebräuchliche! 
Benennung beizubehalten. 

*) Im Falle A') gieht es auch 
anderen symmetrischen Fall (vergl. die 
Fig.), welcher natürlich aus dem ersten 
durch reelle Inversion hervorgeht. Die 
Gestalt der hier geaeichoeten Curven- 
Bchaar ist nnr ingofern eine speoielle, als 
die Brennpunkte den Kreis, auf welchem 
sie hegen, in vier gleiche Theile theilen. 

**) Aus der Curvenschaac der vorangehende 
durch Rotation um die eine oder die andere Sj 




Bemerkung bekommen 
imetriease Cyolidenschaa 



nl'b,). 
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i Kapitel 4, gg 1, 2. 

Hiermit habeu wir aber erst diejenigen Schaaren cycliscliur Curven 
I Betracht gezogen, welche zwei Symmetrieaxen besitzen. Aus ihnen 
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Von der Güatalt der allgeaiciiicn Systeme confotaler Cjclidea. 75 

{fehen natörlieh die unsymmetrischen Curvenschaaren durch Inversion 
hervor. Wie die so entstehenden Curvenschaaren aussehen, kann man 
sich ohne grosse Mühe vorstellen, jils Beispiele geben wir vor- 
stehende zwei Zeichnungen A" einer noch nicht ganz unsymmetrischen 
Curvenschaar A"*); und Ä', einer ganz unsymmetrischen Curven- 
scbaar A'. 

Man bemerke hier insbesondere, wie sich die Curven immer um 
die Brennpunkte herum reihen. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen über die Verhältnisse 
in der Ebene geKen wir über zum Räume. 



' § 2. Von der Gestalt der allgemeinen Systeme oonfocaler Cycliden. 
Um die Gestalt der Flächenschaaren I'a) und l"a) anschaulich zu 
machen, fassen wir die Focalcurven **) ins Auge, welche sämmtlichen 
Flächen gemeinsam sind. Auf jeder Symmetriekugel Cj der Schaar 
wird eine solche Focalcurve durch die Cyclirle l ^ Cj -\- s (wo £ un- 
endlich klein) ausgeschnitten. Die Focalcurven sind also cyclische***) 
Curven, aber es interessiren uns von ihnen nur solche, die auf ein- 
theiligen Kugeln liegen, denn die anderen müssen offenbar selbst null- 
tBeilig oder imaginär sein und können also auf die Grestalt der Schaar 
keinen Einfluss haben. Aber auch einige der eintheiligen Symmetvie- 
kugeln können nulltheilige Focalcurven tragen, und in der That ist 
dies der Fall bei zwei der eintheiligen Symmetriekugeln des Falles 
I'a), Auf den anderen zwei eintheiligen Symmetriekugeln dieses Falles 
aber sind die Focalcurven zweitheilig. Dagegen tragen alle drei reelle 
Symmetriekugeln des Falles T'a) eintheiüge Focalcurven. Die Lage 
dieser Curven in den symmetrischen Fällen, wo drei Symmetrieefene» 
vorhanden sind, wird schematisch durch folgende Figuren gezeigt f). 

*) Die Figuren A" nnd A", sind beide insofern speciell, als die vier Brenn- 
punkte auf einem Ereiee (bezw. einer Geraden) liegen, was durchaus nicht der 
Fall zu sein braucht. 

**) D. h. die Grenzcurven der Schaar. Man vergJ. die zweite Anmerkung 
auf S. 72. 

***) Welche sphärische Curven oyeliscbe Curven genannt werden sollen, ver- 
steht sich in der Geometrie der reciproken Radien von aelbgt. Am einfachsten 
wii-d man wohl sagen: eine sphärische Curve heisst cjclisch, wenn ihre atereo- 
graphische Projeotiou auf eine Ebene eine cycliache Curve ist. 

t) Ebenso wie bei den allgemeineu Cncvenschaaren giebt es auch hier eine 
andere symmetrische Flächenschaar I'a); nur ist ihre Gestalt schwerer mit Worten 
am beschreiben, als in dem im Teste zu Grunde gelegten Falle, da bei ihr eine 
zweitheilige Pocalourve (sphärischer Kegelschnitt) auf der Einheitskugel liegt 
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In der ersten dieser Figuren sind die Focalcurven auf der Ebene 
ZY und auf der Einlieitskugel um den Anfangspunkt (deren Schnitt 
mit den Coordinatenebenen gezeichnet ist) nulltheiüg; und in beiden 





Fällen liegen die Brennpunkte der Focalcurven in den Punkten, in 
welchen die Kugel, welche sie trägt von den anderen Focalcurven 
durchdrungen wird. 

Wie reihen sich nun die Flächen (i v q der Schaar um diese 
Focalcurven herum? Diese Frage wollen wir zunichst für die Flächen 
ft des Falles I'a) beantworten. Diese jt fechaar besteht wie wir schon- 
in der Tabelle oben constatirt haben, aus zweitheiiigen Cychden. Für 
Werthe von Ä, welche im Intervalle (i liegen (d. h. im Intervalle e^fij) 
und zwar dicht am Punkte e^ heran, 
müssen die entsprechenden Cycliden 
nahezu mit Theilen der Kugel e^ 
(d. h, der Ebene XZ) zusammen- 
fallen, und die Umrisse dieser Theile 

ÄtlHill- '^^f— -ÄPIÄ---^ "^^^ Kugel müssen nach dem früher 

^ten nahezu die Focalcurven sein, 
i welche auf dieser Kugel liegen. Die 

] \ Cycliden, welche aolchen Werthen von 

■?:/f fi entsprechen, bestehen also aus zwei 

/ sehr flachen Ovalen, welche die in 

der nebenstehenden Figur schraffirten 
Theile der X2-Ebene eng umschlieasen. Wenn wir nun ft weiter von 
e^ rücken lassen, dehnen sich diese zwei Ovale aus, während sie 
die vorangehenden Ovale (und folglich auch die schraffirten Theile 
der XZ'-Ebene) immer umschliessen. Sie bleiben natürlich in Bezug 
auf die TZ-Ebene und auch in Bezug auf die Einheitskugel symme- 
trisch. Schliesslich, wenn (i sich dem Werthe % nähert, werden die 
Ovale unendlich gross und fallen damit von beiden Seiten her i» die 
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YZ-Ebene hinein, Dem Werthe ii ^ e^ entspricht diesmal die gamc 
doppeltzähl ende Kugel e^, weil auf dieser nur eine nulltheüige Focal- 
eurve liegt. 

Ebenso wie die Cyclide ii = e^ (d. h. der Greuzfall der Cyclide l, 
wenn k sieh dem Werthe e^ von der Seite von e^ her nähert) aus dem 
doppeltzähleuden Inneren beider Theile der Focalcurve der X2- Ebene 
besteht, so besteht die Cyclide v ^ e^ (d. h. der Grenzfall der Cyclide 
k, wenn A sich dem Werthe e^ 
von der Seite von e^ her nähert) 
aus dem doppeltzählen den -4eusserc« 
derselben Focalcurve, d, h. aus 
dem in der nebenstehenden Pigur 
sehraffirten Theile der XX-Ebene. 
Die Cyclide v ^ % audererseits 
besteht aus dem doppeltzählenden 
sehraffirten Theile der XF-Ebene. 
Werthe von v, weiche nur sehr 
wenig von e^ unterschieden sind, 
entsprechen also Cyeliden, welche 
dieses Stück der S!F-Ebene eng uu 
flachen Ringfläche bestehen. Wenn 
63 entfernen lassen, dehnen sich die 
die vorangehenden umschliessen. Sie bleiben aber, wo sie die XZ- 
Ebene durchdringen, immer schmal genug, um durch die in ihr liegen- 
den in der Figur nicht sehraffirten „L3cher" hindurch zu gehen. Indem 
sie sieh übrigens ins Unendliche ausdehnen, fallen sie schliesslich von 
beiden Seiten her mit dem sehraffirten Theile der X2-Ebene zu- 
sammen, wie wir soeben sagten. 

Jetzt bleibt noch die p-Schaar 
zu diseutiren. Hier entspricht der 
Parameterwerth 9 = 63 den zwei 
doppeltzählenden Stucken dei 
XF-Ebene, welche in der neben- ' ^ 

stehenden Figur schraffirt sind, 
während dem Werthe Q^e^ die ' 

ganze doppeltzählende Eiuheit^ ' 

kugel entspricht. Die p-Schaar 
selbst besteht aus lauter zwei j 

th eiligen Cyclideu, deren einer 

Theil das innere Oval der Focalcurve der XF- Ebene uirigiebt, während 
der andere sieh aus dem Aeusseren des äusseren Ovals entwickelt. 



ichliessen, d. h. welche aas einer 
n\x nun V sich von dem Punkte 
e Ringfläehen, indem sie immer 
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Indem sich p vom Punkte c-^ oach i!em Funkte c^ bewegt, tleJiut sicli 
der erste Tlieil, wührend der zweite sich zuBamraenziehtj bis schliess- 
lich die xwei Ovale in die doppelt/.ähleudc Einheitakugel zusammen- 
fallen. 

Hiermit haben wir uns ein Bild der drei Schaaren jt, v, q des 
Falles l'a) gemacht, und gehen nun kurz zum Falle Va) über. 

In diesem Falle sind nicht nur die drei reellen Syrametrieebenen 
mit ihren Focalcurven sondern auch die drei Sehaaren ft, v, p selbst 
V llig gleichberechtigt AVii brauchen also nur eine derselben ins 
4uge z 1 fassen und können z B sagen : 

Die ji "ichiir besteht ais eintheiligen Cjcliden, welche sich um 

den schriffaiten Theil der XI Ebene herum legeii, mit welchem sie 

doppeltzählend zusamment'alleji , wenn 

\^ fi^Cy lodern a sich nun von 6^ bis e^ 

|Plll''|'||rlll'fII|ll|l[ b^sgt, J*„e>. »ch diese Ov»le aus 

11/ i und fallen schliesslich mit dem doppelt- 

^ -Li \ / ihlendeu sthraffirten Theile der XZ- 

El ene zusammen 

Mit den Sthaareu v und p geht es 
mjtttis mutandis ebenso, — 

S(j viel über die hymmetrisehen Fälle. 
Was die unsymmetrischen Fläcben- 
schaareii l'a) und I"a) angeht, so können wir sie nicht gut durch 
Figuren anschaulich machen, da bei ihnen alle Focalcurven auf Kugeln 
und nicht auf Ebenen liegen. Wir müssen uns vielmehr so mit der 
Transformation durch feciproke Kadien vertraut machen, dass wir uns 
ohne Weiteres aus den uns jetzt geläutigen symmetrischen Schaaren 
ein Bild der unsymmetrischen machen können. Hierzu übt man sich 
am besten bei zwei Diioeusionen, wo man die Curveii wirklich zeichnen 
kann (vergL Figuren S. 74). Wir werden uns in den nächstfolgen- 
den Paragraphen fast ausschliesslich mit den symmetrischen Fällen 
beschäftigen und es dem Leser überlassen, sich jedesmal ein zuge- 
höriges Bild der unsymmetrischen zu verschaffen. 



§ ü. Geometrisoher Grenzübergang von den Fallen I a) au den 
Fällen I b). 

Wir haben schon Seite 73 gesehen, wie die Schaaren von Bo- 
tationscycliden I' b,), F b^), I" b) durch Drehung der allgemeinen 
Schaaren symmetrischer cychscher Curven um ihre Symmetrieaxen er- 
zeugt werden können; und was die Schaar I'bj) angeht^ so ist sie ein- 
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fach, wenn drei der Symmetriekugeln zu Ebenen gemacht werden, das 
System confocaler Kegel zweiten Grades, welches als bekannt voraus- 
gesetzt werden darf. Es ist aber nicht ohne Interesse zu sehen, wie 
diese vier Flächensysteme Ib) als Grenzfälle der Systeme la) anzu- 
sehen sind. In diesem Paragraphen wollen wir Einiges liierilber sagen. 

Um zunächst zu den Rotationsflächen Tb,) überzugehen, fassen wir 
die Focalcurven des Falles I'a), wie sie durch die erste Figur Seite 76 
dargestellt sind, ins Auge. Lassen wir dann aber die zwei Ovale der 
X^-Ebene unendlich gross werden und in die Z-Ane, welche als Ro- 
tatioDsaxe erscheinen wird, von beiden Seiten her ausaramenfallen; zu- 
gleich wird, wie man leicht sieht, die Foealcurve der XI^-Ehene in 
zwei concentrische Kreise ausarten, welche symmetrisch in Bezug auf 
den Einheitskreis um den Nullpunkt dieser Ebene liegen. Wenn wir 
nun bedenken, dass die Cycliden der Schaat sich um diese Curven 
herum reihen müssen, so sehen wir leicht, wie die v- und p-Schaaren 
des allgemeinen Falles jetzt in Rotationsringcycliden bezw. zweitheilige 
Rotationscycliden Übergehen können. Dagegen reihen sich die Curven 
der (i-Schaaren um die zwei Theile der Foealcurve der XZ- Ebene, 
welche jetzt in die Z-k-x.e zusammengefallen sind. Die zwei Schalen 
jeder Fläche der Schaar werden also längs dieser Axe zu einer Doppei- 
linie zusammengepresst werden und müssen also in ein Ebenenpaar 
ausarten, dessen Kante in der Botationsaxe Z liegt, und welches 
natürlich die Ebenen XZ und TZ als Symmetriebenen besitzt. Statt 
der [i-Schaar haben wir also jetzt einen Büschel von Meridianebmm. 
Wie dieser Büschel analytisch in dem verschwindenden Intervalle e^e^ 
zu verfolgen ist, wird erst im nächsten Kapitel zu discutiren sein. 

In ganz derselben Weise können wir den Uebergang von den 
Fällen I'a) und T'a) zu den Fällen I'ba) und I"b) verfolgen. Beide- 
mal arten die Focalcurven entweder in Stücke der Rotationsaxe aus, 
oder in Kreise, die um diese Axe herum gelegt sind. Wir werden 
dabei aus dem allgemeinen System nicht nur die zwei Schaaren von 
Rotationsflächen bekommen, sondern auch einen Büschel von Meridian- 
ebenen, welche die beiden Schaaren zum dreifachen Orthogonalsystem 
ergänzt. Hierbei wollen wir aber nicht länger verweilen. 

Der Uebergang von dem Falle I'a) zum Falle Tbg) ist aber nicht 
ganz so klar. Hier ist die Foealcurve der ZZ-Ebene in zwei sich 
im Anfangspunkte schneidende zu den Axen S und Z symmetrisch 
gelegene Geraden ausgeartet. Dagegen siud die zwei Ovale der Foeal- 
curve der Xr-Ebene in zwei Punkte, nämlich den Anfangspunkt und 
den unendlich fernen Punkt, übergegangen. Auf Grund dieser An- 
gaben ist es ganz klar, wie die Flächenschaaren ft und v des Falles 
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I'a) in Schaareu eonfocaler Kegel ühergelieii, welche sich um die 
Focallinieii der XZ-Ebene herumreihen. Nun entnehmen wir aber 
unserer Tabelle ferner, dass die Fläclieii der p-Scliaar jetzt uull- 
theilig geworden sind, oder genauer gesagt, dass sie au nulltli eil igen 
Kegeln zweiten Grades geworden sind, mit zwei reellen Doppelpunkten, 
die im Null- und Uuendlichkeitspunkte liegen. Wir sollten vielmehr 
aus der geometrischen Anschauung erwarten, dass diese p-Schaar in 
eine Scliaar concentri scher Kugelpaare übergehen würde und in der 
That, wenn wir den Grenzübergang analytisch verfolgen, sehen wir, 
daas dies gewissermassen der Fall ist. Die Sache ist folgende. Für 
alle Werthe von A, welche im Intervalle e^e^ liegen und eine end- 
liche Entfernung vom Punkte e^ haben, besteht die Cyclide aus einem 
unendlich kleinen und einem unendlich grossen Oval, während die 
Kugeln der Schaar mit endlichem Radius Werthen von l entsprechen, 
welche in unendlich kleiner Entfernung vom Punkte e^ zusammen- 
gehänft sind. In der Grenze also besteht der reelle Theil aller Flächen 
des Intervalles e^e^ bloss aus den Anfangs- und ünendlichkeitsp unkten, 
während die Schaar ß der concentrisehen Kugeln durch Hülfsgrenz- 
übergang in der Nähe des Punktes e^ zu suchen ist. Dass wir den 
Buchataben p in der Tabelle auch in diesem Schema zwischen die 
Striche e^ und Cj gesetzt haben, ist nur der Einfachheit halber ge- 
schehen; die Schaar ist eigentlich unmittelbar ausserhalb dieses ver- 
sehwindenden Intervalles zu suchen*), wie wir im nächsten Kapitel 
näher ausführen werden 

Schliesslich haben «u noch zu bemerken 

Der Fall I 63) lann fhiHSogat aU Grensfall ton I a) nh iu)i In 
angesehen weiden, tndem wir die conjugirt imoffmatcn Ct/jssc« Cj und i 
des Falles T a) auf der teellen Äxe msammenfallm lassen 

Auf die Begründung dieser Behauptung gehen wir erst im nach 
8t«n Kapitel ein \\ ir wollen hier nur angeben wie der geometrische 
Grenzübergang zu machen ist 

Wenn z. B. Cj und e^ in einen Funkt des Intervallen p des b alles 
r'a) zusammenfallen, so wird die Focalcurve der FZ-Ebene (vergl. 
S. 76) zum Nullpunkte zusammenschrumpfen, während die Focalcurve 
der XF-Ebene sich zum unendlich fernen Punkte dehnt. Dagegen 
artet die Focalcurve der XZ-Ebeue in ein Paar Geraden aus, welche 
durch den Nullpunkt hindurchgehen und symmetrisch in Bezug auf 
die X und Z-ks-en liegen. Es reihen sieh nuu die ,w- und v-Schaaren, 
wie leicht zu sehen ist, um diese Geraden als Kegel zweiten Grades 



') Aelinliches gilt natürlich auch für die Fälle i'Cj) und Td^). 
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herum. Dagegen artet die p-Scliaar in concentrisclie Kugeln aus, 
welche aber, sofern sie einen endlichen Radius besitzen, Werthen von 
l entsprechen, welche unendlich nahe an den Punkt e^^e^ heran- 
liegen. Diese Kugeln werden auch (bei Beschränkung auf das Reelle) 
nicht paarweise zusammengehören, denn sie erscheinen jetzt als Grenz- 
fälle einth eiliger Cycliden. 



§ 4 Ueber die Cyclidensysteme IIa), IIb), Illa), Illb). 

Das einfachste Cjclidensy stein IIa) ist, wie in der Tabelle con- 
statirt ist, das wohlbekannte System der confoealen Flächen zweiten 
Grades. Die Gfestalt dieses dreifach orthogonalen Systems wollen wir 
als bekannt voraussetzen. Bei ihm sind die Focalcurven, welche nicht 
nulltheilig sind, in eine Ellipse und eine Hyperbel ausgeartet. 

In dieser einfachen Schaar ist aber gewissermassen das Wesentr 
hebe des Falles IIa) verborgen, indem der Doppelpunkt, welcher allen 
Flächen der Schaar gemeinsam ist, hier im Unendlichen liegt. Wir 
wollen also diese Flächenschaar 
in Bezug auf die Eiuheitskugel 
invertiren, welche Operation den 
ünendlichkeitspunkt mit dem 
Nullpunkte vertauscht, während 
übrigens die Flächen der Schaar 
ebenso symmetrisch bleiben wie 
vorher. Dann nehmen die Focal- 
curven die nebenstehende Gestalt 
an, wo die eine einen gewöhn- 
lichen, die andere einen iso- 

lirten Doppelpunkt im Nullpunkte besitzt. Wie diese Focalcurven 
aus denjenigen des Falles I'a) oder aber I"a) continuirlich entstehen, 
ist ohne Weiteres klar*). Es kann also keine Schwierigkeit darbieten, 
die Gestalt der Fl äehense haaren selbst durch Grenzübergang aus der 
Gestalt der auf Seiten 76 — 78 beschriebenen Flächen schaaren abzu- 
leiten. Die Durchführung dieses Grenzüberganges ins Einzelne über- 
lassen wir dem Leser. 

Die entsprechende zweidimensionale Curvensehaar, welche natür- 
lich durch Inversion vom Mittelpunkte aus aus der Schaar confocaler 

•) Nur konnte wir be m Gieozabergaug Tom Falle l"a) das Vorhandensein 
des i^olirten Doppelpunktes der e nen Curye nicht ohne Weiteres einsehen, da er 
auB magiDären The len de localc rve des allgetiieinen Falii^a entsteht. 
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Kegelschnitte hervorgeht, ist in der neheBstehenden Figur abgebildet. 

Alle Otirven der einen Art haben im Anfangspunkte einen gewöhn- 
lichen , die der anderen Art 
einen isolirten Doppelpunkt. 
Durch Drehung dieser Schaar 
um die Symmetrieaxen bekom- 
men wir symmetrische Schaaren 
von Rotationsflächen II bj) und 
II bg), welche die Inversen der 
confocalen Rotationsellipsoide 
und -hyperboloide sind. 

Im Falle III a) haben wir, 
indem wir den biplanaren Punkt, 
welchen alle Flächen gemein- 
sam haben, ins Unendliche wer- 
fen, das bekannte System con- 
focaler Paraboloide, wo die nicht 
nulltheiligen Focalcurven aus 

zwei Parabeln bestehen. Das entsprechende zweidimensionale System 

besteht natürlich aus zwei Schaaren confocaler Parabeln oder, indem 
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wir diese von dem Nullpunkte aus invertiren (um den Unendlichkeits- 
punkfc, wo in der Geometrie der reciproken Radien jede Parabel eine 
Spitze besitzt, zum Nullpunkte zu machen) aus 'einer Schaar Cardioiden 
mit gemeinsamer Spitze (vergl. die zweite Fig. Seite 82). DJrcli Eo- 
tafion dieser Curvenachaar um ihre Symmetrieaxe bekommen wir ein 
Fl ächeu System Mb); dieses Flächensystem ist das Inverse der Seliaar 
confocaler Kotationsparaboloide, deren gemeinsamer Brennpunkt als 
TransformatioDsmittelpüukt gewählt ist. Aus der Gestalt dieser Ro- 
tationsflächen können wir mit Leichtigkeit die allgemeine Gestalt von 
zwei der Fläch en seh aar en III a) ableiten, wenn der bipianare Punkt 
im Nullpunkte liegt. Dann bestehen die Focalcurven, sofern sie nicht 
nailtbeiiig sind, aus zwei Cardioiden, 
die eine in der XZ- die andere in 
der "Xy-Ebene, wie in der neben- 
stehenden Figur abgebildet, und 
die zwei Flächenschaaren p und v 
reihen sich um das Innere dieser 
Cardioiden herum, indem jede von 
ihnen im Anfangspunkte einen bi- 
planaren Punkt von ähnlicher Gestalt 
wie bei den Rotationsflächen III b) 
besitzt. Dagegen besitzen alle Flä- 
chen der ft-Scbaar im Anfangs- 
punkte einen biplanaren Punkt mit reellen Tangentenebenen*). Die 
Flächen dieser Sehaar entwickeln sich aus dem doppeltßberdeckten 
Aeusseren der einen Cardioide, dehnen .sieh, und fallen schliesslich 
mit dem doppeltüberdeekten Aeusseren der anderen Cardioide zu- 




§ 5. Die übrigen Cyclidenschaaren. 

In den vorangehenden Paragraphen hal n w mmtliche Fälle a) ' 
und b) diseutirt. Die Fälle le), If), II g) k n men fu uns nicht in 
Betracht; denn, wie wir wissen, sind bei iin k n Flächenschaaren 
mehr vorhanden. Wir könnten allerdings d n ^ m t sehen Grenz- 
übergang von allgemeineren Fällen verf 1 en und len, wie die ' 
drei Fiäehenscbaaren jetzt in unendlich kleinen Intervallen der Ü-Äxe 



*) Wegen der Geatalt eines solchen Punktes vergl. die Äbhandlnug i 
Klein: „Ueber Flächen dritter Ordnung", Math. Ann. Bd. 6, S. 557. 
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zu suchen siud. Auf diese Ueberlegungen wollen wir aber nicht 
eingelien. 

Nun lassen sich noch die Fälle Ic), IIc), Ilt), Illd) zusammen- 
gruppiren, da wir es bei jedem von ihnen mit einem Kugelbüschel zu 




thun haben. Diese Fälle sind aber schon durch die Tabelle genügend 
beschrieben. 

Es sind also nur noch die Fälle Id), 11 d), II e), IHc) zu dis- 
cutiren. 

Fassen wir zunächst das zweidimensionale Orthogonalsystem der 
vorstehenden Figur ins Auge, welches aus zwei Kreisbüscheln be- 
steht. Durch Drehung dieser Curven ura die eine Symmetrieaxe be- 
kommen wir ein Cyclidensystem I'd^); durch Rotation um die andere 
Axe ein Cyclidensystem rd^). Beidemal ist das Cyclidensystem mit 
einem Kugelbüschel verbunden, welcher, ebenso wie die noch hinzu- 
zufügenden Meridianebenen, analytisch erst durch Hülfsgrenzübergang 
zu bekommen sind. Die allgemeinen Flächenscbaaren Td,) und I'd^) 
gehen natürlich aus diesen Schaaren von Rotationafläehen durch un- 
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symmetrische Inversion hervor; die Fläehen des Falles I'dj) werden 
insbesondere zu Rotationskegeln, wenn der eine reelle Doppelpunltt 
der Rotationscjcliden ins Uneadliche geworfen wird. 




Die Flächenschaar II e) tann als derjenige Grenzfall dieser zwei 
Flächenschaaren angesehen werden, in welchem zwei ihrer Doppel- 
punkte zusammenfallen. Sie entsteht durch Rotation des vorstehend 
abgebildeten Kreisbüschels, bei welchem im Gegensatz zu der vorigen 
Figur die Basispuniite zusammengefallen sind. Jede Fläche hat hier 
einen speciellen biplanaren Punirt im Nullpunkte, und wenn dieser 
Punkt ins Unendliche geworfen wird, bekommen wir das System 
coaxialer Rotationsey linder. 

Um uns schliesslich ein Bild der Flächenschaaren Ild) und Ille) 
zu verschaffen, wenn der biplanare hezw. uniplanate Punkt, welcher 
allen Flächen gemeinsam ist, nicht im Unendlichen liegt (in welchem 
Falle wir es mit confocalen elliptischen und hyperbolischen, hezw. 
parabolischen Cjltndem zu thun haben), können wir folgend ermassen 
verfahren. Wir legen die Schaaren von cyelischen Ourven mit einem 
Doppelpunkt bezw. Spitze (Seite 82) zu Grunde, und denken uns 
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jetzt jede Curve der Scliaar von dem Endpunkte einos Itadiusvetitors 
besclirieben, der sich um den Anfangspunkt herumdreht, üeber diesem 
Radiuavector als Durchmesser coustruiren wir ferner einen Kreis senk- 
recht zur Ebene der Curvenschaar. Dann erzeugen diese Kreise, 
welche bei dÄ Drehung des Eadiusvectors natürlicdi ihre Grössen 
ändern, eine . Flächensehaar TId) bezw. IIIc), bei welcher der biplanare 
bezw, uniplanare Punkt im Nullpunkte liegt. Aus diesen Schaaren ent- 
stehen dann durch unsymmetrische luTersion die allgemeinen Schaaren 
11 d) und IIIc). 

Hiermit ist die Gestalt sämmtlicher Cyclidenschaaren beschrieben. 



Kapitel 5. 
Einführung krummliniger Coordinaten. 

§ 1. Uebe^ die eyelidischen Coordmaten Ja), IIa), Illa). 
Denken wir uns eine Cyelidensehaar I'a) oder I"a) zu Grunde ge- 
legt, so gehen durch jeden Raumpunkt drei Flächen der Schaar. In 

der That ist die Gleichung der Schaar: /;,■_::, =^ " als Gleichung 

in X betrachtet vom dritten Grade, denn der Coefficient von X', welcher 
Term beim Herausmultipliciren scheinbar hervorkommt, verschwindet 
wegen der Identität ß = 0. Wir werden die drei Wurzeln dieser 
cubischen Gleichung, d. h, die Parameterwerthe, welche den drei 
Flächen entsprechen, die läurch den Punkt hindurchgehen, als cydi- 
disclie Cooräinaten des Baumpunktes ansehen. 

Nun sehen wir überdies aus den Entwicljelungen des vorigen 
Kapitels, dass durch jeden reellen ßaumpunkt drei reelle, nicht nuH- 
theilige Flächen der Schaar hindurehgeheu, und zwar so, dass von 
den entsprechenden Parameterwerthen je einer iu dem Intervalle (i, v, q 
liegt. Dementsprechend werden wir die eyelidischen Coordinaten eines 
reellen Raumpunktes mit den Buchstaben ^, v, q bezeichneu. 

Diese drei Coordinaten 'sind, wie wir soeben bemerkten, die 
Wurzeln einer cubischen Gleichung und liessen sich, also vermittelst 
gewisser Irrationalitäten durch die Coefficienten derselben (also durch 
die Xi und die Sj) ausdrücken. Hierdurch bekämen wir dann Formeln, 
welche uns den üebergang von pentasph arischen zu eyelidischen Coor- 
dinaten gestatteten. 
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Es wird sich aber vortheilhafter erweisen, diese Formell! ia der 
umgekehrten Gestalt zu besitzen, in welcher die pentaaphäriachen Coor- 
dinaten mittelst der krummlinigeu Coordinateii ausgedrückt sind. Wir 
haben also jetzt iür x, . . x^ Ausdrücke in ft, v, p zu finden, welche 
den Gleichungen genügen: 



= 0. 



Diese Gleichungen sind in den x? linear und lassen sich ohne Mühe 
durch Det«rDiinanten auflösen. Noch einfacher aber verfährt man nach 
einer von Jacobi angewandten Methode. Setzen wir nämlich: 
f{i) - (1 - e,) {i ^ e,) (J - t,) (k - e,) (J - e,), 
9(J) = fr-J)(r-J)(p-J), 
80 besteht offenbar folgende Identität: 



ii^-(-|-')^. 



denn sowohl der Ausdruck linker Hand, wie auch der Ausdruck rechter 
Hand verschwindet für A = f^, v. q. Durch Partialbruch Zerlegung be- 
kommen wir: 

fil) "'^ r(«,.) - n - «,.) ' 

woraus wir durch Vergleichnng mit der soeben angeführten Identität 
die gewünschten Formeln bekommen. Wir erhalten so: 



Jetzt wollen wir noch den Ausdruck für das 

cyclidiachen Coordinaten finden. Differentiiren wir die Formeln für 

6Xi^ logarithmiseh, so bekommen wir; 

ie;d!i x^dv x^dQ x^da 

2dXi= -■ 

p — ß; r — e. Q — Ci a 

Indem wir diese Gleichungen (für i = 1, 2, . . 5) quadrireu und 
addiren, bekommen wir linker Hand 4 ^' dx,^-^ rechter Hand be- 
kommen wir ein Aggregat von Termen zweierlei Art: erstens Terme, 
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welche das Produet zweier Differentiale enthalten und zweitens 'renu'.', 
welche das Quadrat der einzelnen Differentiale enthalten. Nun vei- 
schwinden aber sämnjtliche Terme erster Art, denn es ist z. B. der 
Coefficient von d^-ilv gleich: 

wäbreüd der Coefficient von dji - dG unmittelbar gleieli Null ist: 

.^ aiii^e-) c .^ (i — e- 

Ferner verschwindet auch das Glied in de^, da dasselbe einfach gleich 

--=- ^ia^i^ ist. Wir haben also rechter Hand nur noch drei Terme, 

welche bezw. ä(i^, dv^, dg^ enthalten*), und diese Terme wollen wir 
jetzt berechnen. 

Der Coefficient von du.^ ist >ir —^^, ein Ausdruck, in welchem 

aber noch die pentasphärischen Coordinaten Xi vorkommen. 

Fassen wir jetzt wieder die oben aufgestellte Identität ins Auge: 

V ^ = ^^J 

und differentiiren diese Gleichung nach A, so bekommen wir: 
woraus wir schliesslich erhalten, wenn wir noch A = ji setzen: 









Die Coefficienten von dv", d^'- bekommen wir hieraus, durch 
cycHsehe Vertauschung der Buchstaben (t, v, p, und haben als Resul- 
tat dieser Rechnung: 

*) Hiermit ist nachträglich der Beweis geliefert, d&gs daa CyclideDüyateiu 
wirklich ein Orthogonal system ist. 
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4j..,-^ip 



■'d^' 



(» - ,) (. - g) 



{e — f ) (e — *) 
?(e) " " 






Hiermit erhalten wir (vergl. S. 48) als Ausdruck des Bogetielementes c 
in cyclidischen Coordinaten : 



iM 



(p- 


-»)((■ 


-'^,1' + ^" 




-e) 




/w 










, (.- 


-!■)(•- 


-•) 



Anstatt eines CyelideQsystems I a) können wir ebenso gut ein 
Cyclidensystem IIa) oder III a) zu Grimde legen. In der That: die 
Gleichungen dieser Flächenschaaren sind ebenfalls vom dritten Grade 
in X, und wir können daher auch die drei Wurzeln dieser Gleichung 
als krummlinige Coordinaten des Raumes ansehen. Ferner sehen wir 
aus den Betrachtungen des vorigen Kapitels, dass diese drei Coor- 
dinaten für reelle Raumpunkte reell und mit den Buchstaben fi, v, p 
zu bezeichnen sind. 

Nun werden wir natürlich Formeln haben wollen, welche die zu 
den Fällen II a) und III a) gehörigen kanonischen Coordinaten durch 
diese krummlinigen Coordinaten ausdrücken. Solche Formeln sind die 



IIa) 



0{2x,x^) = 



- e r> - 









.)(''-^.)(e-es) 



(Ji- 


«.)(• - 


«,)(e-0 


(«1 — 


O'fe- 


<.)(<.-".) 


ip — 


<,)(•- 


'.)((• -o 
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(«,-e.)(e5-e,) 
- (ft-e, )(v-e.)(g- 



öa;,- = 



2 «t, 


■L 


(«.-',)h- 


((.- 


.)(» 


-•.)fe-<J 


1« 


— e. 


■(..-"J 


(,"- 


.,)<• 


-«,)<«-«.) 



'■,(2xix., + 3^2^) + S.'C.a:, + c,x^' + 0^^,^ 

Diese Formeln können wir entweder geradeso begründen wie die 

entsprechenden Formeln ' des Falles I a), oder wir können sie aus 

diesen letzten Formeln dureli die Grenzübergänge von Seiten 57—58 
ableiten. 



§ 2. TTeber diejenigen Ausartungen der krummlinigen Coordinaten- 
systema la), IIa), III a), bei welchen Doppelwurzeln (11) auftreten. 

Wir denken uns ein Cyclidensystem I'a), welches ein cyelidisches 
Co ordinalen System definirt und lassen diese Flächen wie in I, 4, 
§ 3 in Rotations eycliden des Falles I' b,) und Meridianebenen aus- 
arten *). Auch in diesem Orthogonal System gehen durch jeden reellen 
Raumpunkt drei reelle Flächen, und es liegt der Gedanke nahe, auch 
hier ein entsprechendes System krummliniger Coordinaten aufzustellen. 
Was die zwei Schaareu Rotations eycliden angeht, so bietet dies keine 
Schwierigkeit; denn die Gleichung der Schaar ist jetzt vom zweiten 
Grade in A und ihre zwei Wurzeln, die wir für reelle Punkte natür- 
lich durch V und p bezeichnen, sind ohne Weiteres als zwei krumm- 
linige Coordinaten einzuführen. Alle Parameterwerthe fi aber, welche 
zu der dritten Schaar gehören, sind jetzt in einem einzigen Punkte 
e^ zusammengehäuft und können also nicht ohne Weiteres als Coor- 
dinaten gebraucht werden. Um diesen Uebelstand zu vermeiden setzen 
wir, ehe wir zur Grenze übergehen: 

f., = (j^ -J- f , fi =^ e^ -{- £ fi' , 

*) Wir brauchen hier, wie überhaupt öfter in der folgenden Darstellung, 
gewisse einfache Be zeich nun ga weisen für oomplicirtere Gebilde, welche durch 
reelle Kreisverwandtschaft aus den einfachen hervorgehen. So z. B. Meridian- 
ebenen für Kugelbüschel mit eintiieiligem Grundkreia. 
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wobei, wenn (t im Intervalle e^e^ liegen soll, < (i'<. 1 sein muss. 
Setzen wir diese Werthe in die Gleichung la) der (t-Schaar ein, so • 
nimmt sie die Gestalt an: 

S- i - 3 1- -^ä" 1- ^ J ?? = 

e, + ,^'-c,^ e,+ ,t^--e, ^ e, + tf.'- e, ^ *^' ^£((.'-1) 



Lassen wir nun s 
Gleichung: 



fgen Null eonvergiren, 



was offenbar die Gleichung eines Büschels von Kugelpaaren ist, an 
weichem die Kugeln x^ und % beide doppeltzählend Tbeil nehmen, 
sodass der Büschel wirklich einen eintheiligen Grundkreis besitzt, wie 
dies der Fall sein sollte. Die hiermit eingeführte Variable fi ist natür- 
lich als drifte krummlinige Coordinate m betrachten, führen wir nun 
diese neue Coordinate auch in die Formeln von Seite 87 ein, so gehen 
diese in folgende über: 



i'b,) 



ffa;, 


(• - e.Xe - «,) 


fe-.,!(«, -e,)(«, -.,) 


ffa-2 


1.' - »,)(» - e,) 


K - fi)Ce, - c^)(e, - ej) 


Ol, 


(.-.,)(,-.,) 


(«, - ',)<.', - ',)(.; - «.) 




(. - ,J(e - «.) 


^"-4 


fe -«,)(<>-«.)(«. -«.) 


ÖA 


(' - 'Mn - ',) 



■!.'). 



In ganz entsprechender Weise und mit ganz ähnlichem Resultat 
verfahren wir bei den anderen Eotationsfläehen I' bg) und I" b). Da- 
gegen im Falle Tb^) gestaltet sieh die Sache ein wenig anders. Dort 
entsprechen den Parameterwerthen (i und v zwei Schaaren confocaler 
Kegel zweiten Grades. Um die dritte Flächenschaar, welche offenbar 
aas concentrisehen Kugeln besteht, zu bekommen, machen wir im 
Falle l'a) den Grenzübergang: 

Hierdurch kommen wir zu dem Büschel von Kugelpaaren : 



Da Xj eine uuUtheilige Kugel ist, andereraeita aber doppeltzählend 
an dem Büschel Theil nimmt, so muss der Grundkreis des Büschels 
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nulltheilig skhi, wie dies der Fall sein sollte. Nun sehen wir aber 
■ferner, dasa die eintlieiligen Kugeln dieses Büschels den Parameter- 
werthen p' > 1 entsprechen, und wir haben also diese Werthe als 
dritte Coordinate einzuführen. Hieraus sehen wir, wie schon Seite 80 
in Aussicht gestellt wurde, das.'^ die p-Schaar des Falles I'a) beim 
Uehergang zum Falle I'b^) nicht wie bei den anderen Fällen Ih) 
zwischen den zusammenfallenden Wurzeln, sondern unmittelbar ausser- 
halb dieses verschwindenden Intervalles zu suchen ist. 

Für die soeben behandelten Fälle Ih) bekommen wir folgende 
Formeln : 

_(f^3Ke_-_^) 

(«1 -e,)fe -«;)(., -«,)' 
_ (ft — Cs){s - e.) ' 



und 

rb) 



ri>.) 



(', - «■)(<■ 


- «.)<<. - «■) ' ' 


(/» — 


3)(e - ft,) /, 


(f' — 


.)(»-<.) 


(«, - 'J(< 


-',)(<■ -«:,)' 


(f - 


,)(• ~ «,) 


fe - «.)(". 


-..)(..-..)''■ 


i<^ — 


,)(• " «,) ,. 


(«., - «,)(« 


"^..)fe^.,) <' 


(c- 


,)(' - «,) 


(«,-«.)(«. 


-»,)(<.-<.)' 






(c- 


M' - O 



(1 - .'), 






"=)(«= 



^.)(«. - ^.) 



In diesem Paragraphen haben wir in der Kategorie I noch die 
Fälle d,) und d^) zu betrachten. In beiden Fällen ist zunächst nur 
eine eigentliche Flächenschaar vorhanden, deren Parameter von uns 
natürlich als krummlinige Coordinate benutzt werden wird. Die zwei 
anderen Coordiuiiten sind durch Grenzübergani^ vom Falie I'a) ein- 
zuführen. Dies geschieht in ganz ähnlicher Weise wie bei den 
Fällen Ib), indem wir in der Nähe von jeder Doppelwurzel zu einem 
ergänzenden Kugelbüschel übergehen. Wir bekommen dann folgende 
Formeln : 
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i'd,) 



ra,) 



U J.| 




^.-«i)(^.-^.)' 






V — e 




~ 


i'. -«,)(«, -«i) 






V — e. 


' 




«i-f») («*-«.) 










e,-e,)(e,-e,) 
















e,-e,)ie,~e,) 
















e^-e,){e,~e,) 








«^s 








«■s~0(«< — «l) 












ei-c,)(e* — e>)' 


SX^ 




v~e^ 


( 


«,-^)(«3-«4) 








OX.- 






( 





(1 - e), 



(i-c'); 



(1 - ?■), 



■ (1 ~ (•■)■ 

Auf ganz ähnlichem Wege sind die ergänzenden Coordinaten in 
den Fällen üb) und Illb) einzuführen. Wir geben nur die Formeln an: 



II bi) 





«.-«,)(«.-«.)' 


C{ix,X,) - 


-»r('-«.)(»-«.)i 

8«, Lfe -«,)(.,-«,)]' 


ex^ = 






(»-<J(t-0 ■ 



"j-i 




(«,-«j" («■-«, 




öa^r 


- 




• (1 - (•■); 


0X| 


-^ 


1«, -«,)(<.-',)' 




e (2^1 3^3 


- 




^]' 


GX.^ 


- 




■v-, 


ax_, 


- 




■ (1 - >■'), 


OXf 


^ 


(fi-e^Xe — O 
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,(2..»,)_A[i^45.-'..J, 



_ (»-«.)(!'-».) 



-_V(j - '.) 



(1-c'). 



Hiermit haben wir alle diejenigen Falle behandelt, welche in der 
Uebersehrift dieses Paragraphen gemeint sind. In jedem von ihnen 
sind wir, beim Zusammenfallen zweier Wurseln Ci, Cj su einer Doppel- 
Wurzel (11), SU einem Kugelhüschel übergegangen, indem wir setzten: 

Die GUiehung des Kugelhüschels lautet: 

woraus wir sehen, iJass die Kugeln t, und x,, welclte den zusammen- 
fallenden Wurzeln entsprechen, jedesmal an dem Büschel Theil nehmen. 

Wir bemerken ferner, dass die durch diese Grenzübergänge ein- 
geführten Büschel von Kugelpaaren geiadezu mit der Flächenschiiar 
I'Cj) oder I'Cg) übereinstimmen. Ja es stimmt sogar der Parameter 
l mit dem oben eingeführten Parameter k' übereiu, wenn wir in diesen 
Fällen die dreifache Wurzel ins Unendliche werfen und die zwei ein- 
fachen Wurzeln in die Punkte und 1 legen, was ja durch lineare 
Substitution des l erreicht werden kann. Wir können also geradezu 
sagen, dass wir das Flächensystem I'bj) durch ein Flächensystem I'cj) 
ergänzt haben. Nun haben wir aber schon im yorigeu Kapitel ge- 
sehen, dass der Fall I'b^) auch als Grenzfali des Falles l"a) ange- 
sehen werden kann. Wenn wir diesen Grenzübergang analytisch ver- 
folgen, kommen wir in der unmittelbaren Nähe der Doppelwurzel auf 
einen Kugelböschel F'c). Machen wir nämlich die Substitution: 

«, - '--t- + '«. "= - '"-l '■ -- «. >■ - '' V' + «■''- 

und setzen dies in die Gleichung der Cyclidenschaar l"a) ein, so geht 
diese Gleichung, indem wir s gegen Null convergireu lassen, in fol- 
gende über: 
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welche geradezu ein Fläclieiisystem I"e) vorstelU, wobei e^^-\-i, 
C2 = — *, ^3 = 00. Die Formein zur Einführnng der neuen Coor- 
dinate sind natürlich dieselben wie beim anderen Grenzübergang. 

_E's sind also verschiedene Auffassungen des in Bede stehenden Grem- 
falles möglich. 



% 3. Ueber die übrigen Ausartungen des cyclidi sehen 
Coordinatensyst ems. 

Fassen wir zunächst die Fälle ins Auge, wo ausser etwaigen 
Doppelwurzeln (11) nur noch mehrfache Wurzeln (21) oder (31) vor- 
kommen, nämlich die Fälle II d), 11 e), III c). 

Um beim Falle II d) die ergänzende Flächeuschaar zu bekommen, 
setzen wir in der Gleichung der Flächenschaar IIa); 



dann geht dieselbe über in: 



', + 1 + 1'( 



oder wenn b = 



' + -:■-• 



und dies ist genau die Schaar II f), wo e, = 00, e^ = 0*). 

Beim Falle II e) müssen wir natürlich genau denselben Grenz- 
übergang machen; zugleich müssen wir bei der Doppelwurzel (11) e^ 
einen Grenzübergang nach Art des vorigen Paragraphen machen. 

Auf solche Weise bekommen wir, wie leicht su seilen ist, für die 
beiden Fälle folgende Formeln: 





"■-1 — 


(".-•,)(«.-«,)' 






«(2a;, 1,) _ 


- S r(f - «,)(•■ - «,)-] (c - 


£,)(._-;.,). 




8«, L(«,-«J«.~.,)J (,.- 


«,)«,-<,) "• 


II d) 


ex;' — 








ffa:/ = 








01,'- 


s Unendliche zu werfen, müBsen w 




*) Um bei II f) e, in 


1- uns natürücli 


Formel to 


n Seite 61 bedi 


Ben. 
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<I(2.T,S,) — 



11 e) 



Um nun die Flächenschaaren des Falles III e) gleicherweise zu vei 
vollständigen, setzen wir in der v-Schaar des Falles III a); 

Dieselbe geht dann, wenn £ = 0, über in: 

».' + v' - ». 

sodass wir wieder auf die Schaar Ilf) kommen. Jlk TFormdn Inukn hm 
2 ()■-'.)<«-'.) 



nie) 



,(2«..,+%')- ■;^p-''^r-'-] 



Hiermit haben wir nun alle Fälle diacutirt, in denen mehrfache 
Wurzeln auftreten, die zwei verschiedeneu Elementartheilern ent- 
sprechen, und wir haben gesehen, daas in der Nähe jeder solchen 
Wurzel ein Kugelbüschel durch Hülfsgrenzübergang zu suchen iat. 
Wenn dagegen mehrfache Wurzeln auftreten, die drei oder vier verschie- 
denen Ekmentartfieilem entsp-echcn, so sind in ihrer Nähe swei bezn: 
drei Flächenschaaren durdi, Hülfsgrenzübergang zu suchen. Diesen Grenz- 
übergang können wir aber immer auf verschiedene Weisen machen. 

Wir erläutern dies an zwei Beispielen. 

Passen wir einmal den Fall Ic^) ins Auge, bei welchem zunächst 
nur ein Kugelbüschel (i vorhanden i.st. Um die anderen zwei Flächen- 
schaaren, die in der Nähe der dreifachen Wurzel (11.1) >", verloren gc- 
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gangen sind, zu erhalten, setzen wir in die Gleiehnng der Flächen- 
schaar I'a) folgende Werthe ein: 

Wir bekommen dann in der Grenze: 






^0, 



?zu eine FlUclienschaar I'b,), I'bg), I"b), I'cJ, Td^) ist, je 
nach der Wahl der Grössen f^ und f^. Hierdurch kommen wir aber 
auf keine neuen dreifach orthogonalen Flächensjsteme, nur ergänzen 
wir diesmal den Kugelbüschel durch die weniger ausgearteten Fiächen- 
schaaren, anstatt wie vorher die weniger ausgearteten Flächenschaaren 
durch einen Eugelbüsehel zu ergänzen. 

Fassen wir andererseits den Kugelbüsehel II f) ins Auge, in wel- 
chem ein vierfacher Punkt (211) auftritt. Die zwei eigentlichen 
Flächenschaaren, welche in der Nähe dieses Punktes verloren ge- 
gangen sind, bekommt man, indem man in der Gleichung IIa) den 
Grenzübergang macht: 

Hierdurch erhält man die Flächenschaar : 

welche je nach der Wa,hl von f^, f^ eine Schaar Hd), He) oder 
Hf) ist. 

Auf die anderen Grenzübergänge dieser Art gehen wir der Kürze 
halber nicht näher ein. In der That sieht mau sofort, dass dieselben 
zu keinem neuen Orthogonalsystem führen können, es sei denn, dass 
sie SU einem dreifach orthogonalen Flächensystem führen, welches aus 
lauter Kugeln besieht, ein Fall, den wir sofort behandeln werden. 
Im Uebrigen aber dürfen wir, um nicht zwecklose Wiederholungen zu 
machen, uns mit den schon gemachten Grenzübergängen begnügen 
und die Kugelbüschel dabei immer als Ergänzung ansehen, eine Ver- 
abredung, welche keineswegs einen tieferen Grund hat, sondern ledig- 
lich der Einfachheit halber geschieht. , 

Was nun die dreifach orthogonalen Systeme angeht, die aus 
lauter Kugeln bestehen, so überzeugt man sich leicht, dass es nur ein 
solches giebt: dasjoiige nämlich, welches ans drei Kugelbüscheln besteht, 
deren Grundhreise Ftinkthreise sind, welclie in demselben Funkte, aber in 

BOcler, EeibenantwickolungOH ,1er Potontialtheoiia. 7 
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drei auf einander scnJcrecht stellenden Ebenen liegen. Das gnwölinlichp 
rechtwinklige Cartesiaclie Coordinatensystem ist hiermit natürlich reell 
kreisverwandt. Dieses Flächenaystem könnten wir durch Hülfsgrenz- 
Übergang sowohl aus dem Falle Ilf) als auch aus dem Falle Illd) ab- 
leiten und hierdurch ein entsprechendes Coordiuatensystem aufstellen. 

Beidemal würde aber einer der drei Eugelbiischel bevorzugt 
werden müssen, während sie geometrisch alle diei völlig gleich 
berechtigt sind. Wir ziehen es also vor, dieses dreifache KugeLjstem 
anders abzuleiten, nämlich dadurch, dass wir ein beliebiges an leres 
dreifach orthogonales Cyelideusystera von einem beliebigen niul t 
singulären Raumpunkte aus einer Äehnlichkeitstransform ition untei 
werfen mit unendlich grossem Iudex. Hierdurch jel t dob Flachen 
System, wie man sofort sielit, in ein dreifach orthogjnahs injstim tmi 
Ebenen über. Wenn wir dann beliebig iuvertiren, bei ommen wii dis 
allgemeine Kugelaystem. Diesen Gedanken führen wir folgendermatisen 
analytisch durch: 

Wir legen zunächst das pentasph arische Coorhnaten ysteiu B 1 
von Seite 42 zu Gruude. Hierin wird eine Äehnlichl eitsti.inafornii 
tion mit Index a vom Nullpunkte aus durch die ^ub titution i 
gedruckt: 

(a:„ x^, x^, iCi, s,} ~ {ax^, ^, a:,. x^, *;). 

Hierdurch gebt das System : 

■^i \ _^i_'?*_ _J_ "^3 _ _L "^'^ _L '^ = n 

(1 — e.)= '^ 1 -~~e\ "^ i — ^" "^ 1 - f., "^ A - e, 

der confocalen Flächen zweiten Grades*) über in: 

Um nun die drei Systeme von Parallelebenen zu bekommen, müssen 
wir der Reihe nach setzen: 

Indem wir zugleich a in der Weise unendlich werden lassen, dass : 



•erhalten wir als Gleichungen der drei Ebenensyateme : 

*) Wir könnten hier ebeDSOgnt ein allgemeines Cyclidensystcm aJa ÄuBgaags- 
pnnkt gebcanthon, nur würden sich die Rechnungen dann ctwaa complicirtev ge- 
»talten. 
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X^^ + ^^4 = 0, x,^ + -^ = 0, X,^ + "V = 0. 

Wenn nun x^ nicht gerade die unendlich ferne Punktkugel be- 
deutet, und dementsprechend x^, x^, x., nicht Ebenen, sondern Kugeln 
sind, so werden diese drei Gleichungen das allgemeine System dreier 
orthogonaler Kugelbüschel darstellen. Die Formeln zur Einführung 
der (i, v , p' nehmen dann die folgende GestaJt an; 

sx^ = — 1, 
0(2x^X2) = — ft'— v — p', 



§ 4. Einführung transcendenter Coordinaten. Aufzählung der 
siebzehn krummlinigen Coordinatensysteme. 

Anstatt der von uns bis jetzt gebrauchten krummlinigen Coor- 
dinaten (i, V, p bezw. f^', v , p' werden wir späterhin bei Gelegen- 
heit gewisse transcendente Functionen derselben als Coordinaten ge- 
brauchen. Diese transcendenten Icrummlinigm Coordinaten wollen wir 
also noch kurz zur Sprache bringen. 

Fassen wir zunächst die allgemeinen Fälle I'a) und I"a) ins Äuge, 
ao wollen wir das hyperellip tische Integral betrachten 



J 2 1^ 



2 1/(1 - e,)il - e,")(i ~ e,){i ~ ejjl -~\j 
Als untere Grenze dieses Integrals wählen wir einen beliebigen eon- 
stanten Werth, als obere Grenze aber die Variable A. Indem wir 
nun X der Reihe nach die Werthe (i, v, p ertheilen, werden wir das 
Integral t durch die Buchstaben u, v, w bezeichnen, wobei wir aber 
im Allgemeinen drei verschiedene untere Grenzen für die Integrale 
u, V, w annehmen werden. Wir Mnnm dann geradezu die Integrale 
u, V, w als cyelidische Coordinaten an Stelle von (i, v, p gebrauchen. 
Beiläufig bemerken wir, dass, während ein Coordinatentripel (ft, v, p) 
nicht einen einzigen Punkt, sondern sechszehn verschiedene Punkte 
bestimmt (von denen im Falle T'a) die Hälfte imaginär ist), wir es 
durch passende Wahl der Integrationswege erreichen können, dass 
einem Coordinatentripel (h, v, w) nur ein Eaumpunkt entspricht, so- 
fern wir nur reelle Raumpunkte in Betracht ziehen. Diesen Umstand 
erwähnen wir ohne jedoch näher darauf einzugehen, weil er, wie wir 
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an einem Beispiele sofort sehen werden, sich liei den ausgearteten 
Co ordinaten Systemen von selbst aufdrängt. 

Wenn man die entsprechenden Integrale m, v, w für die ausge- 
arteten Flächenschaaren bildet, so sieht man sofort, dass dieselben nur 
noch höchstens elliptische Integrale sind*). Auf die verschiedenen 
Ausartungs fälle brauchen vrir hier nicht näher einzugehen. Nur ein 
Fall möge seiner besonderen Einfaehiicit wegen noch znr Sprache ge- 
bracht werden. 

Wie wir in § 2 dieses Kapitels gesehen haben, miiss, wenn eine 
zweifache Wurzel (11) auftritt, die Flächenschaar durch einen Kngel- 
büschel ergänzt werden. Wir wollen uns hier auf den Fall beschränken, 
in welchem dieser Büschel einen eintheiligen Grundkreis hat, und be- 
zeichnen, um die Ideen zu fixiren, die zusammenfallenden Punkte als 
ejt'j. Um nun den Kugelbüschel zu bekommen, müssen wir den Grenz- 
übergang machen: 

e.^ = e, -\~ £, A = ''4 + fA'. 
Hierdurch geht unser Integral t über in : 

('= .-^± f-J'i - 

V{c,-e,){e,~e,){e,^e,}J 2)/r(l - X'} 

Setzen wir nun: 

w^l ^_...__ =arcsiuV'A'. 
^ yai/rci-A') 

so sehen wir, dass g) eine sehr einfache geometrische Bedeutung hat. 
In der That haben wir gesehen, dass die Gleichung der ergänzenden 
Kugelhüsche! die Gestalt hat: 



^4. 



= 0, 



woraus es sich ergiebt, dass "l'T = ' — - . Greifen wir nun zum 

einfachen pentaaph arischen Goordinatensystem Ä') von S. 41 zurück, 
so sehen wir, daas der KugelbOschel zu einem Ebenenbüschel wird, 
während 

«I ^= arc sin l/A'= arc sin — ^-- -. 

^ Vv-' + ^' 

den Winkel bedeutet, welchen eine beliebige Ebene des Büschels mit 
der Ebene J^ = D bildet. Da aber bei einer Kreisverwandtscbaft 

*) Ans der Theorie der Zweitlieilung der elliptischen Functionen sieht man 
dann aofort daas, auch in dem Falle IIa), jedem Coordinatentriitel {u, v, w) ein 
einziger Raumpnnkt entspricht, wobei wir nns niclit mehr auf reelle Raumpunkte 
zu beachiduken brinchen 
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Wiakel iingeäiidert bleiben, können wir sofort folgenden allgememen 
Satz aussprechen: 

Die für den KugeWäsckd eingufukrmde transcmdmte Coordinate t 
ist einfach mit dem Winkel proporfianal, welchen eine veränderliche Kugel 
des Büschels mit einer festen Kugel desselben bildet. 

An diesem Beispiel sehen wir deutlieli, wie die Einführung der 
transcen deuten Coordinaten es ermöglicht, die Ratimpunkte eindeutig 
durch die Coordinaten zu bestimmen. Jede Kugel wird nämlich durch 
den Grundkreis des Büschels in zwei Theile zerlegt, und während die 
frühere Coordinate X zwei ganzen Kugelflächen entsprach, wird jetzt 
die transcendente Coordinate nur noch einem Theile einer Kugelfläche 
entsprechen. 

Der zuletzt ausgesprochene Satz gilt natürlich auch, wenn der 
Grundkreis des Kugelbüschels nuUtheilig ist, nur wird dann der Winkel 
<p imaginär*). Führt man in diesem Falle die neue Coordinate r = e'f 
an Stelle von rp ein, so findet man durch eine einfache Rechnung, 
dass im speciellen Falle, in welchem die Kugeln des Büschels con- 
centrisch sind, r einfach die Radien dieser Kugein vorstellt. 

Indem wir hiermit die Betrachtung dieser transcendenten Coor- 
dinaten abschliessen , bemerken wir, dass dieselben keine so funda- 
mentale Bedeutung in unserer Theorie haben werden, wie es bei Lame 
der Fall ist. In der That sind sie bei uns im Allgemeinen keine 
„therm om et ri sehen Parameter "(vergl. Lame: „Le^ons sur les fonctions 
inversea des transcendantes"). 



*) Den Satz des Tentes können wir auch folge iidurmassen aussprechen, wobei 
der Fall eines Pnaktgrundkreisea mitumfasst wird. 

Am einfachetcn schreibt sich die Gleichung des Kugelbüschels jedenfalls in 
der Form S + fcS'=0, wo S = und S" = irgend welche zwei Kugeln des 
Büschels bedeuten. Die Werthe von k bilden eine einfech ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit, worin wir die zwei (reellen, zueainmenf allenden oder imaginären) Ele- 
mente auszeichnen wollen, welche den Punktkugeln des Büschels entsprechen. 
Auf diese awoi Elemente gründen wir eine hyperbolische, parabolische oder ellip- 
tische projeetive Maassbestimmwng {vergl. Cajlej, Phil. Trane. 1859 „A sisth 
Memoir on Quantics" und Klein Math. Ann. Bd. IV 1871 „Ueber die sogeuannte 
Nicht-EuolidiEohe Geometrie"). Auf Grund einer so festgelegten projeeliven Maass- 
hestimmimg ist die trangcendmte Coordinate hei den ergänzenden Kugelbüscheln ein- 
fach gleich dem projectiven Maassimters(Med eieisehen einer variablen Kugel und 
einer festen Kugel der Schaar. In der That haben wir bei der Maassbestimmnng, 
nach dem Vorschlag von Klein 1. c., eine multiplicative Conatante zur Verfügung, so 
dass wir geradezu Gleichheit und nicht nur Proportionalität zwischen Coordinate 
und Maasaanterscbied erzielen künuen. 
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Diesen Faragraplieii scliJiessen wir mit t'uier tabellariacbeu Zu- 
sammenstellung der verschiedenen Systeme krummliniger Coordiiiaten, 
mit welclien wir uns im Folgenden beschäftigen werden. Die Tabelle 
ist übrigens nur insofern vollständig, als alle dreifach orthogonalen 
Flächensysteme in ihr vorkommen, welche als Ansurtungen der all- 
gemeinen Cyclidensysteme angesehen werden können. Dagegen wird 
aiiM allen den verschiedenen Weisen, wie diese Flächeueyateme als aus- 
geartete Flächen angesehen werden können, jedesmal nui eine heraus- 
gewählt, welche im Allgemeinen am zweckm ih&ig&teu eischeint Hiei 
mit ist nicht ausgeschlossen, dass man von den anderen Möglichkeit 
unter Umständen mit Vortheil Gehrauch machen konnte 

Wir geben nun die Tabelle an, indem wii jedesmal der kurze 
halber nur eine einfache Flächousehaar des betrefienden Fallet, bc 
nennen, aus welcher die allgemeine Flächenschaar duroh reelle Kreii 
Verwandtschaft hervorgeht. 

I fi, o ^^ allgemeine zweitheiligeCy- 

I v = allgemeine Ringcyclideu. 

!■ [• [ft, V, ~~ allgemeine eintheilige Cy- 

V \,ii i \; l cltden. 



B) -. 



i'.' ^' ,'■ I c = Kotationsringcycliden. 
ri ~"^i\ Q = zweitheilige Eotationseycli- 
^ .« j den. 
--/f.-- ■■ ] ft' ^ Meridianebenenpaare. 



.-1 I — V- — ..} ---■ (i, 9 ^ zweitheilige 

"' ' ) cliden. 



■f--H^->K- 



v'= Meridianebenenpaare, 



' = Kegel zweiten Grades. 
/ = concentrische Kugelpaai 
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* V l_ /t, p = eintlieilige RotationscyeU- 

'' l<; ''^ '"^ ^' I den. 

1/'= Meridia 




n = Kreiariage, 

fi' = Meridianebenen paare. 

p'= Büschel von Kugelpaaren 
mit ein tlieili gern Grund- 
ier eis. 



V = ßotationskegel. 

fi'= Meridiauebenenpaare. 

p' = eoueentrische Kugelpaare. 



(t = zweisehalige Hyperboloide. 
v = einsehalige Hyperboloide, 
p = Ellipsoide. 

V = ein schaiige Rotation sby per- 
boloide, 

p = abgeplattete Rotationsellip- 
soide. 

(^'= Meridianebeneupaare. 

(i = zwei schal ige Rofcations- 
hyperboloide. 

p = verlängerte Rotationsellip- 
soide. 

v = Meridianebenenpaare. 



(i = hyperbolische Cylinder. 
V = elliptische Cylinder. 
Q =^ Parallelebenenpaare. 



' Hosted by 



Google 



V = Rotatioiiscyliuder 
ft'= Meridian ebenen paare. 
p'= Paralitlebenenpaare. 



I r, p = elliptische Paraboloidc. 
I ,u =^ hyperbolische Paraboloidc, 



, p -^ Rotation spiiraboloide. 
ji' =.-=: Meridiane henenpiiare. 



H"- -I-. 



fi, p = parabuiiHclie Oylinder. 
y'= Parallelebenenpaare. 



K) 



'f-- 



(t'j c', p'= Parallelebenenpaare, 
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Zweiter Abschnitt. 

Ueber die Randwertliaufgabe der Potentialtheorie fdr allgemeine 
Cyclidensechsflaclie. 



Nachdem wir im vorigen Abschnitt diejenigen Systeme krumm- 
liniger Coordinaten eingeführt haben, welche wir bei der Behandlung • 
unseres Potentialproblems benutzen werden, wollen wir in diesem und 
dem hierauf folgenden Abschnitt die Frage beantworten, wie dieselben 
in der Potential theo rie' zu verwerthen sind. Uebrigens werden wir 
uua in diesem Abschnitt nur mit dem allgemeinen Falle beschäftigen, 
in welchem das Co ordinalen System l'a) oder I"a) au Grunde gelegt 
wird, während wir alle diejenigen Fragen für den dritten Abschnitt 
aufheben, weiche sich auf Special- oder Ausartungsfälle beziehen. 

Ehe ^it aber -die soeben genannten physikalischen Probleme in 
Angriff nehmen, wollen wir uns vorab mit einer Gattung gewöhn- 
licher Differentialgleichungen beschäftigen, nämlich den Lame'schen 
Gldchungen, mit welchen wir später vertraut seiu müssen. Wir 
schicken also zunächst einige allgemeine auf diese Gleichungen bezüg- 
liche Erörterungen voraus. 



Kapifcel 1. 

TIeher die Lame'sche Gleichung. 

§ 1. Allgemeines über die singulären Funkte linearer 
Differentialgleichungen . 

Die Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen 
zwischen zwei Variablen ist in den letzten Jahrzehnten betanntlich 
Gegenstand zahlreicher fiinctionentbeoretiaeber Untersuchungen ge- 
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worden, welclii! auf Kiemaan zuröckgelien (1857)*) und immer uocli 
nicht als Jibgesclilosseii zu betrachten sind. Wir brauchen hiervon 
zunächst nur einen speciellen Punkt, den Fuchs 1865 erledigt hat**), 
über den ich nunmehr in diesem Paragraphen referiren will. Wir 
werden uns dabei der Kürae halber auf Gleichuugen zweiter Ordnung 
d'^y , dy , „ 

rf /. -\-pji, + <iy — ^ 

mit rationalen Coefficienten jy, q beschränken, insofern wir keine allge- 
meineren Gleichungen gebrauchen werden. 

Man nennt diejenigen Punkte der complexen a;-Ebene, in denen 
mindestens einer der Coefficienten p und q unendlich wird, die singii- 
lären Punkte der Differentialgleichung. Bekanntlich wurde schon von 
Cauchy bewiesen, dass in dem Bereiche eines jeden nicht singularen 
Punktes x^ zwei linear unabhängige Lösungen y^ und y^ der Differen- 
tialgleichung existiren, welche sich in Potenzreihen folgender Form 
entwickeln lassen; 

», - (I - X,) + M>: - '.)' + ^,(a^ -»-«)' + ■■ ■, 

Die Coefficienten dieser Reihenentwickelungen können wir leicht 
bestimmen. Setzen wir nämlich in die oben geschriebene Differential- 
gleichung die Eeihe: 



<f=-^-'C,.(x — x^y 



*) „Beiträge zur Theorie der durck die GausBiscke hypergeometrische Reihe 
f(o, ß, y, cc) darstellbaren Punotionen", Ges. Werke, S. 63. Verg!, auch Ges. 
Werke S. 357. 

**) „Zur Theorie der lineaien Differentialgleicliiiugeu mit veränderliclieii 
Coefficienten", Grelle Bd. G6. 

Auf die schönen und äusacrst fruchtbaren geometrischen Ideen, welche 
für die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von Riemann aufgefunden 
und dann aunächst von Schwarz weiter entwickelt worden sind, können wir hiei- 
leider, da wir nicht zu weit ausholen wollen, nicht eingehen. Dieselben beuiehon 
sich auf die conforme Abbildung der ai-Ebene, welche durch den Quotienten 
zweier linear unabhängiger Lösungen der Differentialgleichung vermittelt wird. 
Dieser Quotient, welchen Schwarz mit dem Buchstaben s bezeichnet, genngt selber 
einer nicht linearen Differentialgleichung dritter Ordnung. Wir verweisen hier- 
über einerseits auf die Originalabhandlung von Sehwarz (1872) über die hjper- 
geometrisohe Eeihe, Grelle Bd. 75, Ges. Werke Bd. II, S. 211, andererseits auf die 
Darstellung S. 93 ff. der ,, Vorlesungen über die Theorie der elliptiBchen Modul- 
functionen" von Klein-Fricke. Hieran schliesaeu sich die neuen Untersuchungen 
von Klein, SchÖaaies und Schilling in den letzten Bänden der mathematischen 
Annalen. 
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mit unbestimmten Coefficienten Cv ein, und entwickeln wir zugleich 
die Coefficienten p und g in Reihen, welche nach Potenzen von 
(x — x„) fortschreiten. Dann können wir offenbar das ganze erste 
Glied der DifEerentialgleiehung in eine einzige Potenzreihe zusammen- 
ziehen. Da letztere aber für alle Werthe ' von x — x^ verschwinden 
muss, für welche sie überhaupt convergirt, so müssen die Coefficienten 
sämmtlicher Potenzen von x — x^ versehwinden, Bierdurch bekommen 
wir aber eine unendliche Reihe von Gfleichungen, 'welche die unbe- 
stimmten Constanten Cy mit einander verbinden. Dieselben erlauben, 
wie man leicht nachrechnet, sUmmtliche CV durch C„ und C^ auszu- 
drücken, Indem wir nun der Reihe nach Cg = 0, C, = 1 und 
üfl = 1, (7l =: annehmen, werden die übrigen Constanten C^, C,, , , . 
gerade die gesuchten Coefficienten A^, Ä^, . . . bezw. B^, B.^, . . . 
werden. 

Aus diesen zwei Zweigen y, und y^ läast sieh dann die allgemeine 
Lösung der Differential gieichung in folgender Form zusammensetzen: 

wo Cj und Cg beliebige Constanfcen sind. 

Um jetzt zu den singulären Punkten überzugehen, so werden wir 
mit Fuehs*) zwischen regulären und irregulären singulären Punkten 
unterscheiden. 

In der Nähe eines r^tilären Punktes Xg giebt es im Allgemeinen 
zwei linear unabhängige Losungen, welche sich folgendermassen ent- 
wickeln lassen: 

y, = (a; - co,y [1 + ^.(^ - Xg) -{■ Ä,(x - x,y + ■-■], 

y^ = {x — x^yii + B^{x — X,) + B^(x ~ x^f -\ ]. 

Ist dies der Fall, so heissen h' und £" die Exponenten des Punktes x^ 
(so dass insbesondere ein nicht singuIUrer Punkt als regulärer Punkt 
mit den Exponenten 0, 1 angesehen werden kann). Hier können wir 
wieder die in diesen Lösungen vorkommenden Constanten auf ähnliche 
Weise wie vorher bestimmen, indem wir in die Differentialgleichung 
eine Lösung von der Form: 

einsetzen. Die unendliche Reihe von Gleichungen, die man auf diese 
Weise bekommt, gestattet nicht nur Ci, C'^, . . . eindeutig durch (?„ 
und k auszudrücken, sondern auch h selber als Wurzel einer quadra- 



*) Die Bezeichnung stanuat allerdings ron Thome her. 
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tischen Gleichung zu bestimmen. Iiuleni wir denn Cg = 1 setzen uiul 
h' und h" als die Wurzeln der soeben genannten quadratischon Glei- 
chung annehmen, haben wir dann gerade die Constanten der oben 
geschriebenen Lösungen bestimmt. 

Wenn aber Ä'= h" werden wir offenbar nur eine ein/.ige Lösung 
von dieser Gestalt bekommen können. Aehnliches gut im Altgemeinen 
auch, wenn sich /c' von /c" um eine ganze Zahl unterscheidet. Sei 
nämlich li — ft"= l eine ganze positive Zahl, so wird die Reihe, welche 
dem^Exponenten Ä" entspricht, die Eigenthümlichkeit darbieten, dass, 
wenn man in ihr Cq = 1 setzt, die Coefficienten Ci, Cj+i, . , . sämmt- 
lich unendlich werden. Setzt man dagegen Cg = 0, so bekommt maJi 
auch 0^ ■= Cj = ■ • ■ = 6'( — 1 = und die Reihe redneirt sieh aul diu 
zum Exponenten h' gehörige Reihe. Wir müssen also hier eine neue 
Form für unsere eine Lösung suchen. In der That wird eine logarith- 
mische Irrationalität hinzukommen, in der Art, dass wir schreiben 
müssen : 
y, = {x - x,Y LI + M»- - ar„) + A,{x - xj + ■ ■ .J, 

Existiren schliesslich in der Nähe eines siuguUii'en l'unktes X(, 
keine zwei linear unabhängige Lösungen, welche sich in der einen 
oder der anderen der angegebenen Formen entwickehi lassen, so beisst 
dieser Punkt irregulär. 

Nun ist^es die besondere Leistung von Fuchs gewesen, die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür aufgestellt zu haben, dass 
ein singulärer Punkt x^ der vorgelegten Differentialgleichung regulär 
sein soll. Diese Bedingung besteht einfach darin, dass die beiden 
Grenzwerthe: 

1) limes Qi . (t — Xg)]i:-^.c,., 

) I ne [j ( — /o) J ~ 
cht nnen II cl se i sollen oder m t an ieren \\ rten Id euu 

j =: r i \ ochsten» e nf cb j Loci atens zwe faci nen Ihcl v 1 1 *) 

\\ as w 1 bis jetzt ^es gt haben be^ eht ! z n cl st lur auf 
ei dl che Weithe der Vai ablen x Inzv le vil man 1 „iize 



* Man imd t du 1 le hte Na h echnucg laaa 1 eae i c „ „ f 1 
i.iiBtt,iia zwe er fotv tle Losungen de oVon 1 esprochene So ten othwe d g uu 1 
li nre chend ist Um aber no \ u ze gen dass 1 es Re hen Auch eiJe I oauBo« 
amd mnas m^ h e Touve genz nachwe sen Man ve gl h ber am beaten 
F ob n Lebe i Inte„ at on de 1 nea n U fferent algl cbangen dntcb 

! h n t eile B\ b 
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Eiitwiekelung in leichter Weise auf den Punkt x = oo ausdehnen. 
Um nämlieh über den Funkt 3^ = 00 etwas zu erfahren, werden wir 
die Hülfsvariable a;' ^ — in die Differentialgleichung einführen und 
dann die Natur des Punktes x' = nach den soeben gegebenen 
Regeln untersuchen. Wenn es sieh herausstellt, dass dieser Punkt 
regulär ist (bezw. nicht singulär), werden wir den Punkt a: = 00 der 
ursprün glichen Differentialgleichung ebenfalls regulär (bezw. nicht Sin- 
gular) nennen, und werden dann im Bereiche dieses Punktes zwei 
line^ unabhängige Lösungen in einer der oben angegebenen Formen 
entwickeln können, nur dasa an Stelle von x — x^ jetzt — treten wird. 
Indem wir nun die Hülfavariable x' = — in die Differential- 
gleichung einführen, nimmt dieselbe die Gestalt an: 

Damit also der Funkt a; = co kein singularer Punkt der Differen- 
tialgleichung: 

d + eji + ii-o - 

sein soll, muss, wenu a: ^ 00, der Coeffieient p verschwinden -wie — , 
q aber irgendwie von der vierten Ordnung unendlich klein werden. 

Andererseits bestellt das Kriterium dafür, dass die oben geschrie- 
bene Differentialgleichung bei 3; = 00 einen regulären Funkt haben 
soll, einfach darin, dass dort p mindestens von der ersten, q min- 
destens von der zweiten Ordnung unendlich klein wird. 



§ 2. Specielle Vorbereitung zur Aufstellung der Lam^'BOheu 
G-leichung, 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dass, wenn in einem 
regulären Punkte die Exponentendifferenz ei»e ganze Zahl ist, im All- 
gemeinen ein Logarithmus in der Entwickelung der einen Particular- 
löaung auftritt. Dies ist jedoch nicht immer d6r Fall, wie schon das 
Beispiel eines nicht singulären Punktes zeigt, wobei man es ja mit 
einem regulären Punkte mit den Exponenten 0, 1 zu thun hat. Das- 
selbe kann auch eintreten, falls nicht gerade h'—k", wenn der be- 
treffende Punkt wirklich ein singularer ist, doch werden wir einen 
solchen Punkt aus Gründen, die wir bald angeben, einen halbsitigulären 
Punkt nennen. Wir definiren also: 
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Hin halbsingularer Funkt ist ein solcher, in dessen NüJie, trotz- 
dem seine Exponentmdiffermg ganzsahlig ist, heine logarithmische Irra- 
tionalität auftritt. 

Eine speeielle Art halbaingulilrer Punkte, welche wir als uneigent- 
Uch singulare Punkte bezeichnen wollen, werden für uns im Folgen- 
ileii von besonderer Wichtigkeit sein. Wir definiren dieselben folgen- 
dermassen: 

Ein uneigentlich singulärer Funkt ist ein lialbsingulärer 'Funkt mit 
der Expimentendiffermz Eins. 

Man zeigt zunächst leicht, dass ein uneigentlich singulärer funkt 
mit den Exponenten 0, 1 sich auf einen gewöhnlichen Punkt redu- 
cirt. Deun wenn die Differentialgleichung: 

im Punkte Xg die Exponenten 0, 1 haben soll, so muss in diesem 
Paukte, wie man sofort nachrechnet, der Coefficient p endlich bleiben, 
q aber höchstens von der ersten Ordnung unendlich werden. Wenn 
nun aber q von der ersten Ordnung unendlich wird, kann man sogar 
nicht eiumal eine formale Lösung von der Form: 

y-\+ Ä,{x - x.) + A,(x - »,)' + - ■ ■, 

bei welcher das logarithmische Glied fehlt, finden, wie wir sie haben 
miissten, wenn x^ ein uneigentlich singulärer Punkt sein soll. Es muss 
daher q im Punkte x^^ endlich bleiben, und damit ist bewiesen, dass 
dieser Punkt nicht uneigentlich singuJar, sondern gar nicht singuIär ist. 
Wir werden jetzt eine Methode angeben, durch welche man bei 
einer vorgelegten Difi'erentialgleichung 






+p:i + 'a-o 



entscheiden kann, ob ein Punkt Xf, mit den Exponenten k' und k", 
welche der Bedingung li — k"^\ genügen, ein eigentlich singulärer 
Punkt ist oder nicht. 

Wenn der Punkt nur uneigentlich singulär ist, so giebt es zwei 
linear unabhängige Lösungen folgender Form: 

y,^{x- x,f+^ [1 + Ä,{x - X,) + A^ix - ^,)^' + - ■ -J, 
y, = (X - x,r 11 + h\ix - ^,) + lij:^ - x,y + ■ - .|; 

und die allgemeine Lösung der Difi'erentialgleichung kann man dann 
schreiben : 
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Führen wir nun in die Differentialgleichung die neue Variable 
1/= (x — ^o)~*"' y ^'"^ ^'^ bekommen wir eine neue lineare homogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coeffleieiiten 
deren allgemeine Lösung die Form hat: 

wo: 

yi~ (■^ — ^0) + -^iC^ — ^0)^ + -^aC^ — ^ü)^ H — > 

y.;=l ^B,(x — Xo) -\- B^{x — x^f -{ . 

Hiernach sehen wir, dasa der Punkt Xf, kein singulärer Punkt unserer 
neuen Differentialgleichung ist. Wäre dieser Punkt dagegen ein eigent- 
lich singulärer Punkt der ursprünglichen Differentialgleichung gewesen, 
so wäre er es, wie man sofort sieht, nach dieser Transformation auch 
geblieben. Man bekommt demnach den Satz: 

Hat ein singulärer Fmikt x^ die Ea^onentendifferenz Eins, so reäu- 
cire man seine Exponenten auf die Wetihe 0, 1 durch Abtrennung eines 
Factors (x — x^Y" von der abhängigen Variailen. Ist hiemach x^ ein 
nicht singulärer Punkt, so war er ursprünglich ein uneigentlich singulärer 
Funht, anderen Falls aber ein eigentlich singulärer Funkt*). 

Um jetzt noeh kurz auf den allgemeineren Fall eines halbaingu- 
lären Punktes zurück zu kommen, wollen wir auf das analytische 
Kriterium für das Vorhandensein eines solchen Punktes nicht naher 
eingehen, sondern nur bemerken, dass die Benennung halbsingulär 
jetzt leicht zu verstehen ist. In der That, wenn man die Exponenten 
k', k" hat und Ä' — ]c"=l eine ganze positive Zahl ist, so kann man 
auf ganz ähnliehe Weise wie soebea diese Exponenten auf und l 
reduciren. Dann hat keine der Lösungen der Differentialgleichung im 
betreffenden Punkte einen singularen Punkt, d. h. eineu Unendlichkeits- 
oder Verzweigungepunkt; nur verschwindet eine derselben mehrfach, 
was offenbar allein in singularen Punkten der Differentialgleichung ge- 
schehen kann. Ein Punkt x^ heisst also halbsingulär, wenn ev. nach 



*) Wir können hiernach die Singularität eines uneigentlich singularen Puiiktea 
durch Abtrennung eines einfachen Factors vollständig wegschaffen, und hierin 
möge für uns die Berechtigung des Wortes uneigentlich liegen. Wir müssen aber 
bemerken, daas wir durch Znfögung eines solchen Factors den Punkt a: =■ 00 mit 
einer ebensolchen Singularität versehen haben, wie wir sie vom Punkte x^ weg- 
geschafft haben. Dies können wir aber, wie wir später am Beispiel der Lamö'schen 
Gleichung sehen werden, durch Einführung homogener Variablen vermeiden. 

Andererseits wird die Schwara'sche a-Fuoction (vergl. die Bemerkung unter 
S 106), bezw die Differentialgleichung, welcher dieselbe genügt, in einem un- 
eigentlich aingulären Punkte der Differentialgleichung zweiter Ordnung überhaupt 
keinen siuguUien Punkt haben. 
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Abtrennung eniei Potenz von (? — x^) von der unabhängigen Variab- 
len keine Lüiiungen der Diflerentialgleichuiig im Punkte x^ singulär sind. 

Wir stellen uns jetzt tolgende Frage: 

Wie laukf die aUgemeimte homogene lineare Differentialgleiehung 
stveitei (hänung trnt lationalen, Coefficienten, welcfie sich üb&'aU regulär 
verhält, und im Endlichen nur die singulären PunUe e,, e^, . . . e„ besitet, 
in denen sie dw Eiponentenpaa) c l\', k,"; )c^', k^"; . . . k„', kä' <"'/- 
weist-' 

Wii wollen zunächst die allgemeinste Differentialgleichung hin- 
schreibeii, welche sith im Endhchen überall regulär verhält, und 
dort n.tir die smguiäien Punkte e,, e^i.-.e^ besitzt. Sie wird ofi'en- 
bar lauten 

d'y . { A. , A. A^ \ <ly 

J' + {.--., + .-,. + ■■■ + i-,: + <'^''hi 

1 / B, B, 

+ (I - ,,){!• -i^-^-o \^^- «; + «-<,"' 

+ -J'----^ + G"(x))ii-0, 

WO die A und B beliebige Constauten, die G beliebige ganze rationale 
.Functionen sind. Damit ferner der Punkt x = <x> nicht irregulär sein 
soll, ist es (vergl. S, 109) nothwendig und hinreichend, dass die Func- 
tion G'(x) identisch verschwindet und die Function G"(x) höchstens 
vom (w — 2)'™ Grade ist, oder wie wir schreiben wollen; 
Q"{x) = G^-^{x). 
Um die Exponenten dieser Differentialgleichung in einem der 
singulären Punkte, etwa in e^ zu bestimmen, tragen wir nach Vor- 
schrift von Seite 107 die Reihe: 

!,-.(«- £,)'[! + C, (»■ - e,) + 0,{x- <■,)' + ■ ■ .J 
in die Differentialgleichung ein, setzen den Coefficienten von (a: — ej*~' 
bleich Null, und bekommen zur Bestimmung der Exponenten die 
quadratische Gleichung: 

Nun verlangten wir aber, dass die Exponenten des Punktes e^, 
d. h, die Wurzeln dieser Gleichung, die Werthe k^ , k" seien. Es 
muss also sein : 

S,'+ i,"= — -^i + i> I (-■'i— ' - ''i'— 'i". 



"(',-<■)(«,-«.)■•■(«■-•.) I 
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Ganz entsprechende Wertlie bekommen wir natürlich auch für die 
anderen A und li, und demnach lautet die gesuchte Differential- 
gleichung folgendermassen; 

d''y n~Jci — Ic," l-k^'—hi" i — K^K'\^y 

dx^ + V x-e, — + -"V - fi— + ■■■ + " ^-^^-) d^ 

+ (« - e, ) (« - ej) . . ■ (X - e„) L " 3^ - ^. "^ " ' 

+ '-'^""--:^.^---'- ^+g.-.w].-o. 

Hierin bleiben, wie wir sehen, noch w — 1 willkürliche Con- 
atanten, nämlich die Coefficienten der ganzen Function: 

Gn-%{x) = c-a^""^ + Cn-zt0'-'^ + ■ • ■ + '^i^ + (^o- 

Wir haben aber bis jetzt noch gar keine Annahme über die Ex- 
ponenten des Punktes a: = oo gemacht, welcher im Allgemeinen ein 
singulärer Punkt der vorgelegten Differentialgleichung sein wird. Nun 
könnte man vielleieht meinen, dasa man durch passende Wahl zweier 
der Coefficienten c über diese zwei Exponenten nach Belieben ver- 
fügen könnte. Dies ist aber nicht der Fall, denn wenn mau die Ex- 
ponenten des Punktes a: ^ oo nach Vorschrift von Seite 109 berech- 
net, findet man, dass sie die Wurzeln folgender Gleichung sind: 

i^ -f (1 - H + ^,'+ v+ K-^ K-\ h ?^.'+ ^")^f + ^^.-2 = 0. 

Demnach iat die Summe der in Rede stehenden Exponenten durch die 
Exponenten der im Endlichen gelegenen singulären Punkte schon 
völlig bestimmt. Dagegen können wir offenbar durch passende Wahl 
von c„_a einer beliebigen anderen linearen Verbindung dieser Ex- 
ponenten, etwa ihrer Differenz, einen beliebigen Werth ertheilen. Es 
werden aber dann noch immer n- — 2 Constanten in der Differential- 
gleichung willkürlich bleiben. 



§ 3. Allgemeine Definition der Lam^'sohen G-leichung. 

Die Differentialgleichung, welche von Lame selbst in die Analysis 
eingeführt ist und dementsprechend im engereu Sinne seinen Namen 
trägt, lässt sich nach dem Voraufgehenden sehr einfach charakterl- 
siren. Wir können sie nämlich in folgender Gestalt schreiben*): 

*) Dies ist allerdings nicht genau die Gestalt, in welcher diese Gleichung 

zumeist in der Literatur auftritt. Um von unserer form zu der gewöliulich ge. 

uchten fiberzugeheö, mflasen wir einen der Punkte e^, Cj, c, in den Nullpunkt 

BflDhor, EBihenentwickeliingon .W PoUnliiilH.oode. 8 
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Diese Gleichung hat als singulare Stellen die Punkte ^ j <>- 

von denen jeder der drei ersten die Exponenten — besitzt w ihi n I 
der Punkt oo die Exponenten ±>^+ ...-aufweist Di (.oi t ic 

A und ^ dieser Gleichung werden nun von Lame noch aut „luz 1 k 
stimmte Weise ausgewählt,. Jnzivisdmt weräen wh diese Speciahsuwnq 
hier fallen lassen, und führen damit also eine erste Vcrillgemeineruiij, 
für die Bedeutung des Wortes „Lame'sche Gleichun^'' em 

In der mitgetheilten Gleichung lassen wir jet/fc zwei Ifi smgu 
lären Punkte e^, Cg, Cg zusammenfallen. Mau sieht dann mit Jeichtei 
Mühe, dass die Exponenten des so entstehenden sin^uliren 1 luiktes 
nicht mehr die einfachen Werthe 0, - haben, scndein lUgemeinem 
Werthe, welche von den Coiistanten A und 7? der Diffeieutialgleichun^ 
abhängen. Nun bemerkten wir aber schon, dass de Exj o lenten des 
Punktes c» ebenfalls von der Coustante A abhängen E-, bietet siel 
hier die Idee, dass die gewoknlidus Lanie'scltc Ghtdinni a tu eii c 

Gleichung, welcJte fünf sittgvAare Punkte mit dm Exponent i , ii 
Endliclmi, im JJncndüclwn aber hüchsfms einen tmciginthch üinyulticn 
Punkt besitzt, so abgeleitet werden Icann, dass ici) aUci dtesct Punkt 
im Unendlichen msammenfaÜen lassen. Da dies in der That dei 
Fall ist, wie wir späterhin sehen werden*), werden wir den Namen 
Lamesche Gleichung auf diese allgemeinere Gleichung mit fünf singu- 
lären Punkten im Endlichen übertragen. Indem wir nun diese Glei- 
chung noch in ähnlicher Weise erweitern, wie dies Heine gegenüber 
der ursprünglichen Lame'sehen Gleichung gethau hat, indem wir ;i1ko 
statt der fünf singulären Punkte mit den Exponenten 0, y deren be- 
liebig viele zulassen, können wir schliesslich folgende Definition aus 
sprechen : 

Mit dem Namen Lamv'sche Gleichung bezeichnen wir eine aberall 
reguläre homogene linea/re Differentialgleichung ziceita- Ordnung mit ra- 

legen, und dann die quadtaÜBche Transformation x i^ x' macken. Diese Trans- 
formation verwischt aber den wahren Charakter der Differentialgleichnng, auf den 
es weiterhin ankonunt, insofern sie einen der drei gleiehberechtigtca singulären 
Punkte zu einem nicht siagulüren Punkte macht und die anderen Kwei verdoppelt 
(ganz ähnlich wie dies mit den Verzweigungapunkten der elliptiaehen Integrale 
hei der sog. Legendre'sclien Kormalform geechiuht). 
*) Vergl. lil, 1, S 1. 
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tionalen Cocfficienten, dm-en im Endlichen gelegene singulare Funkte e,, 
Cg, . . . e„ sämmtljeh die Ea:ponente}i 0, -^ hesihen, und die im Unend- 
lichen nur einen uneigentlich singuVken Punkt aufweist. Jede Losung einer 
solchen Lame'sehen Gleichung soll eine Lame'sche Function heissm*). 

Die allgemeine so definirte Lamö'sclie Gleichung können wir nun 
hinschreiben, indem wir auf die Resultate des vorigen Paragraphen 
Bezug nehmen. Wir haben nämlich zu setzen V= V'=""* = ^'=y 
und lc^"= Ää"== ■ ■ ■ ^ k„"= 0. Dann nimmt die Gleichung zur Be- 
stimmung der Exponenten des Punktes oo die Gestalt an: 

Bezeichnen wir jetzt mit hy und fc^ die Wurzeln dieser Gleichung, so 
haben wir: 

Nun verlangen wir aber für die Lame'sche Gleichung, dass: 

/c,~^-, = 1; 
folglich müssen wir haben: 

und folglich: 

Hiernach wird die Lame'sche Gleichung von der Form sein: 

^!y -[_ 1 (—L_ + ' _j j_ _L\ i? 

rfx^ ~ 2 U — tf, ~ a; — ej T^ ^ x— ej dx 



und es bleibt nur noch übrig die Constanten c so zu 

dass der Punkt oo nicht mehr eigentlich singulär ist. Um dies zu 

*) Dieae Definition stimmt, wie wir sofort sehen werden, im Wesen der Sache 
mit derjenigen überein, welche Klein in seiner Vorleeung gegeben hat (vergL auch 
Gott. Nachr., März 1890, sowie Math. Ann, Bd. 38). Was die Beziehung zu Heine 
angeht, BO kann maji unsere Lamö'ache Gleichung offenbar als Specialfell aeinpr 
Hleichnng von der „Ordnung" (n — 1) ansehen (vergl, Heine's Handbuch der 
Kugelfiinctionen Bd. I S. 445). Entsprechend dem soeben angedenteten Grenz- 
übergange ziehen wir aber vor, dieselbe vielmehr als eine YeralIgPmeinerung 
seiner Gleichung von der Ordnung n — 3 ku betrachten, Vergl. unten ]. c. 
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erzielen, verfahren wir so, diias wir verlangen, dass nach Alttronaung 
eines Factors {■-;) * von der Variablen y der Punkt a: = x. nicht 
mehr siugulär ist (vergl. S. 111). Setzen wir aber: 

y'^x * -y, 
so geht die oben geschriebene Differeatialgleiehiins in die folgende über: 

■iv + ri- » I-. + ± (--'- + ... + ^_\i ^i 

+ [—1^^"'^ + -«-' t::,, + '-+«-.j 

' + ■■• + «o)]»'-0- 

Damit der Punkt ar = oo kein singiilärer Punkt dieser Differential- 
gleichung ist, muss in diesem Punkte nach der auf Seite 109 ange- 
gebenen Regel der Coefficient von j^ verschwinden wie ~j der Coeffl- 
cient von y aber muss von der vierten Ordnimg unendlich klein 
werden. Die erste dieser Bedingungen ist, wie man leicht sieht, in 
der oben geschrietenen Differentialgleichung schon erfüllt. Wenn wir 
jetzt den Coefficienteu von y nach fallenden Potenzen von x entwickeln, 
so verschwindet allerdings von selbst der Coefficient von x"'', wir 
finden aber als Coefficient von x~"': 

' 7 " fe + f, + - • + ft.) + "'"7-'' ('. + -•, + ■■■ + <•.) + ■■.-.■ 

Dieser Ausdruck musa verschwinden, wenn der Coefficient von y im 
Punkte x = oo von der vierten Ordnung unendlich klein sein soll 
Hiernach finden wir schliesslich für c„_3 folgenden Werth: 

.._,--"-'»"-«(.. + ., + ■- + ..). 

Wenn wir nun diesen Werth für c„_3 in die oben gefundene Gleichung 
für y einsetzen, bekommen wir die allgemeine Lame'sche Gleichung. 
Dieselbe lässt sich aber in etwas einfacherer Form sehreiben, wenn 
wir setzen: 

f{x)^{x-e,){x-e,)--{x^e.), und /"(x) = ''£"?■ 
Zugleich wollen wir statt der willkürlichen Coefficienteu e„_i, c«_5--.r^ 
die Ausdrücke ~j— -j— . ■■■ -r^ einführen. Hiernach lautet die 
allgemeine Lame'sche Gleichung folgendeimasaen : 
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+ -"-"^-"i"— -(«,+%+■■•+<;.)»:— +4«"-*+««— +-+M]i,-0. 

Wenn wir nun ferner bemerken, daaa: 

w — 4 ^,, , «(« — 4) , „ (m— 3)(m — 4). , I \ „ , 

^^—-^f(a:) - ^-^^a;"-^ - '--^ -' (e, + - ■ • + e:)x'-^ 

+ Glieder niedriger Ordnung 

ist, so bfikommen wir als eine zweite Form der Lame'schen Glei- 
chung : 

(2) 4««)g+2rwg + ji^Arw.!, 

= (aa;""* + bx"-^ -f- ■ ■ ■ 4- ™) ■ ffj 
wo a, li, . . . m beliebige Constanten sein können. 

Eine andere Umformung, welche in vielen Fällen zweckmässig ist, 
besteht darin, das hyperelliptische Integral: 

als neue Variable einzuführen. Hierdurch bekommen wir folgende 
zwei neue Formen der Lame'schen Gleichung: 

+ Ax—' -t ^- M~\'tj, 

W S' - [- i'c»=-i') /■"« + <":'-' + '":-' + ■■■ + «>] -y. 

Man bemerke, dass ausser der Zahl n und den Argumenten 
e,, . , . e, der singulären Punkte noch in jeder der Formen (1) bis (4) 
(n — 3) willkürliche Constanten auftreten. Diese Constanten wollen 
wir mit Klein die accessorischen Parameter der Lame'schen Gleichung 
nennen. Wir deuteten bereits an, dass wir später unter Umständen 
die singulären Punkte e,, e^ ... e„ zum Theil zusammenröcken lassen 
wollen. Indem wir die dann entstehenden singulären Punkte als solche 
von höherer Multiplicitat bezeichnen werden, nennen wir die e^,...e„ 
selbst einfache singulare Punkte. 

Ehe wir diesen Paragraphen schliessen, wollen wir noch kurz den 
einfachsten Fall unserer Lame'schen Gleichung besprechen, nämlieh 
den Fall, wo w ^ 4 ist. Die Lame'schen Functionen dieses Falles 
lassen sieh in einfachster Weise durch elliptische Integrale ausdrücken. 
Die Gleichung (3) oder (4) nimmt nämlieh hier die Form an: 
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wo t das elliptische Integral ist: 



=/^ 



und wir finden als deren allgemeine Loanng: 

y = L- sin (l/— « ■ i) + -M"- cos (j/— a ■ 0- 

§ 4. Ueber die homogene G-eetaltung der Iiame'schen Gleichung*). 

Es ist eine ünvollkommenlieit der voraufgeheiideu Theorie, dass 
der Punkt a; = oo noch immer als singulärer Punkt, wenn auch nur 
als uneigentlich singulärer Punld, auftreten musste. Diesen Uebel- 
staiid können wir aber durch Einführung homogener VariaUen ganz 
wegschaffen, wie wir jetzt sehen werden. 

Wir hatten im Punkte 3; = co die beiden Exponenten und 
— j — Schreiben wir jetzt, homogen machend : 



so werden wir diese Exponenten offenbar auf 1, reduciren (und 
damit eben die ganze Singularität des Punktes x = co aufliebeE), 
indem wir an Stelle der Function y, die unserer üifferentiaigleichuag 
genügt, die Form: 

F{x^, x^) = x-, ^ -y 

einführen. Die ao entstehenden Formen werden kurzweg als Lame'sclie 
Formen zu bezeichnen sein, Sie genügen einer Differentialgleichung, 
welche, insofern sie zwei unabhängige Variable x^ und a:^ enthält, eine 
partielle sein wird, welche aber nur noch bei e^, Cj, . . , e, singulare 
Punkte besitzt und in ihnen gleichförmig die Exponenten 0, -- auf- 
weist. Um dieselbe aufzustellen, knüpft man am besten an die im 
vorigen Paragraphen mit (2) bezeichnete Gleichungsform an. Hier 
müssen wir zunächst bemerken, dass: 



*) Man vergl. hierüber den schon erwäiinten Aufsatz von Klein, Göttingcr 
Nach richten, Mära 1890. Wieder abgedruelit Math. Ann. Bd. 38, Vergl. ebenda 
die Note von Pick. 
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und folglich: 



Setzen wir nun ferner: 

SO nimmt die Gleichung (2), wenn wir an Stelle von y F einführen, 
die Gestalt an; 

= x^^(ax^''-' + f>Xi''-'^a;^ + ■ ■ ■ + mx.^''^^)F. 

Diese Differentialgleichung können wir noch auf eine merkwürdige 
Weise mittelst des Euler'schen Theorems über homogene Functionen 
umformen. Zuerst wollen wir aber folgende abgekürzte Sehreibweise 
einführen: jede Differentiation nach x^ möge durch einen unteren 
Iudex 1, jede Differentiation nach x^ durch einen unteren Index 2 be- 
zeichnet werden. So wird z. B. F,, ^ ^ — ,, f.a = s ^5 — etc. zu 

schreiben sein. Das Euler'sche Theorem giebt uns dann folgende 
Kelationen : 

^'^ njn'^^) f^ii ■ ^'^ + ^/"S ■ ^i^^'i + faa ' «i;')i 

F„ = F,„ ^1 = ^ (i^i, ■ ^t + F,^ ■ x^), 

F = ,-(-^^-A (Fu ■ ^1' + 2-f,s ■XiX,-\- -F^s ■ a^aO- 

Setzen wir diese Ausdrücke in die soeben gefundene Differential- 
gleichung ein, so nimmt sie folgende in x^ und x^ vollständig symme- 
trische Gestalt au: 

f,2F^,-2f,^F,,+f,,F,.~'^^'-'f%x,''-'+bx,''-'-x^-j--- + mx,'^)F. 

Der Ausdruck linker Hand ist eine in der Formentheorie wohlbekannte 
Covariante: die sweite üeherschieJmng iler Formen f und F, und möge 
der Kürze halber in Zukunft durch {f, F\ bezeichnet werden. Rechter 
Hand steht dagegen eine beliebige ganze rationale Form (« — 4)'"'' 
Grades von x^, X2, welche wir mit <p bezeichnen wollen. Indem wir 
ferner jeder Form einen Index hinzufügen, welcher ihren Grad an- 
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giebt, können wir die Lame'sche Gleicliuiig in i'ulgemier eiiilgültigi 
Gestalt schreiben: 



e-M- 



Aucb hier finden wir in den Coefficienten von ip unsere n — 3 aecesso- 
rischen Parameter wieder. 

Aus dieser Gleichung lesen wir folgende form entheoreti sehe De- 
finition der Lame'schen Formen ab: 

Eine Lame'sche Form mit n einfadien sit^ulären PunMen ist eine 
binäre Fmm ■ ~ -ten Giades, ittXche zweimtü über eine gatise rationale 
binäre Fo>m n'" Otadeb, daen Wurseln die singtilären Pmikte sind, ge- 
schoben, sich beU)st bis au} emcn beliebigen ganzen rationalen Factor 
(b — 4/"' Grades tcproducut. 

Aus dieser homogenen Form sieht man klar, dass der Funkt oo 
für unsere Lame'schen Functionen etwas Unwesentliches ist. Man 
kann auch hei iinhomogener Schreibweise seine singulare Stellung 
aufheben, wenn mau dafür nur an irgend einer anderen Stelle einen 
entsprechenden uneigentlich singulären Punkt in Kauf nehmen ivil!. 



Kapitel 2. 

Ueher (las Oscillatioiistlieopem der Laine'sciien Uleichiiug. 

Nach den im vorigen Kapitel gegebeneu analytischen Erläute- 
rungen gehen wir jetat dazu über, auf geometrischem Wege eiu merk- 
würdiges Theorem für den reellen Verlauf der Lame'schen Functionen 
aufzustellen, welches wir mit seinem Entdecker Kleiu, deren Beweis- 
methoden wir uns in diesem Kapitel bedienen, als Oscillationatheorem 
bezeichnen. 



§ L Allgemeines ütier den reellen Verlauf der Lame'schen Curven 
y ^ E(x) bei beliebigem n und besondere Angaben für j; = 4. 

Im Folgenden wollen wir annehmen, damit wir, unserem physika- 
lischen Interesse entsprechend, ganz im reellen Gebiete bleiben können, 
dass sowohl die accessorischen Parameter der Lame'schen Gleichung, 
als auch die Coefficienten der ausmultiplicirteu Function: 
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f(x) ^(x — e,){x — e^) ... (3; — e„) 

reell sind. Hiernach werden die singulären Punkte unserer Gleichung, 
aofeni sie nicht paarweise einander conjugirt imaginär sind, reell sein. 
Unter E eine beliebige reelle Lösung der Lame'scheu Gleichung 
verstanden, fassen wir jetzt die Curve y •= E(x) ins Auge und be- 
trachten zunächst ihren Verlauf für solche Werthe von x, welche von 
einem reellen singulären Werthe e,- nur wenig verschieden sind. Natür- 
lich entsprechen einer vorgelegten Lame'schen Gleichung 00^ derartige 
Curven (oder vielmehr Curven zweige). Aws den Potenzreihen von 
Seite 107 sehen wir, dass es unter diesen Curvenzweigen 00^ giebt 
{y = L-E,(x)), welche für den Werth a; = e; keine Singularität auf- 
weisen, und dass es c»^ andere giebt {y = M-E^{x)), welche die Or- 
dinate 3; = 6; im Punkte 1/ = parabelartig berühren. (Vergl. die 
Curven (1) und (2) der nebenstehenden Figur.) 
Der allgemewe Zweig 

y = L-E^{x)-\-M.E,(x) 

wird also ganz avf der einen Seite der ge- 
narinten Ordinate verlaufen und dieselbe in 
einem heliebigen Funkte herühren*). (Vergl. 
die Curve (3) der Figur.) 

Nun wollen wir in diesem und dem 
nächsten Paragraphen den Verlauf einer 
Lame'schen Curve zwischen zwei aufeinander 
folgenden einfachen singulären Stellen näher 
untersuchen. Der Bequemlichkeit, halber wer- 
den wir aber annehmen, dass dieses Intervall der x-Ase ganz im End- 
lichen liege. In der That besitzt jede Lame'sehe Curve (sowie auch 
jede Lame'sche Function), vermöge der von uns gegebenen Definition, 
den Punkt x = <x> als uueigentlich singulären Punkt. Wenn wir also 
auch solche Intervalle der x-Axe in Betracht ziehen wollten, welche 
durcb's Unendliche gehen, müssten wir jedesmal besondere Zusatz- 
betrachfcungen für den Punkt a; = 00 machen. Hierdurch würde aber 




) Indem wir die E E als die zu den Eij-ooenten m P nkte e. ge- 

1 örigen I o ungen va,b!en 1 t offenbar nStliig damit wir ea überhaupt mit einem 
reellen Cnrvenzwe g zu tliun haben äw m der Formel des Testes die Cocstante 
L reell genommen wir 1 w hren 1 dit Oon tinte M entweder reell oder rem ima- 
g nar se u w d je nachlem nnsei Curvenz Te ^ rechter oder Jmker Hand von der 
Ord nate x = e verJanfen wll - 



Hosted by 



Google 



122 



Kapitel 8, § 



imaere Theorie sehr weitläufig werden, und wir sehliesaen also dm- 
Kürze halber solche Intervalle im Folgenden aus*). 

Was nun den Verlauf einer Lame'schen Curve zwischen den 
Punkten c,- und e^+i angeht, so selien wir sofort, dass die Curve (so- 
fern sie in dem Intervalle überhaupt reell ist) in demselben durchaus 
stetig verläuft und jedem x ein bestimmtes y eindeutig zuordnet. An 
den beiden Endordinaten des Intervalles wird dann aber die Curve im 
Allgemeinen parabelartig reflectirt, so dass wir es, wenn wir die Curve 
längs des Intervalles hin- und hergehend unbegrenzt verfolgen, allge- 
mein zu reden mit einer unendlich vieldeutigen Function y von x zu 
tbun haben; auf diese Weise kann dann eine Lame'sche Curve ganz 
gut Doppelpunkte bekommen, indem zwei ihfer Zweige sich schneiden. 
Jeder- Zweig für sich genommen muss aber ohne Funktsingularität von 
dem änm Ende des Intervalles mm anderen laufen. Es soll dies durch 
die nebenstehende Figur schematisch erläutert sein. 

Wir können uns nun fragen, ob der einzelne Curvenzweig y = E(x) 
zwischen den aufeinander folgenden singulären 
Stellen e^ und c^+i der a:-Axe mehrfach be- 
gegnet, wie wir es soeben in der Figur ge- 
zeichnet haben, oder nicht. Die Frage werden 
wir für den Fall ii = 5, welcher uns am mei- 
sten interessirt, in den folgenden Paragraphen 
ausführlich behandeln. Wir können uns aber 
schon gewissermassen orientiren, indem wir 
vorab den noch einfacheren Fall w ^= 4 ins 
Auge fassen. 
In diesem Falle haben wir als allgemeine Lame'sche Curve (vergl. 
Seite 118) die folgende 

y =■ L • sin (]/ — a • t) -{- ilZ- cos (]/ — a ■ t), 
wo l das elliptische Integral bedeutet: 

Nehmen wir e^, e^, e^, fj sammtheh reell an''*), so ist die reelle 

*) Dass die hiermit auBgeschlossenen Intervalle mit anderen Intervallm im 
Grunde völlig gleichberechtigt sind , sieht man beim debrauth bomogenei 
V^iablen, In dei That wurden die zn entwickelnden Satze, wenn mau ei« fm 
Lame'aclie Formen auaspritehe , kemsi Modificatton bti solchen Intervallen be 
dürfen. ■ 

**) Die Modihcution der hieiauf folgenden ütberlegun^en , die iintreten 
müsete, wenn zwei odei vier \on deo e einander paarweise conjngiit imi^mai 
würen, ist leicht zu übersehen 
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a;-Axe durch diese Punkte in vier Intervalle getheilt. In zweien dieser 
Intervalle, welelie niclit an einander grenzea und welche wir, um die 
Ideen zu fixiren, als CjCa und e^e^ anuehmen wollen, ist i (nach jedes- 
maliger geeigneter Wahl der unteren Integrationsgrenze) reell, in den 
anderen zwei (auf Grund eut sprechender Annahme) rein imaginär. 
Hiemach sehen wir, dass die Lame'sche Citrve entweder in den Inter- 
vallen e^Cg und e^e^ oder in den Intervallen e^e^ und e^e^ den Charakter 
erver Sinuscuj-ve haben wird, je nadidem nämlich, der accessmische Para- 
meter a negativ oder positiv ist. 

Hiermit meinen wir, dass die Curve in den bezüglichen Inter- 
vallen ebenso oscilUrt wie es eine Sinuseurve thut, nur dass die Längen 
der den verschiedenen OsciUationen entsprechenden Stücke der x-Axa 
einander nicht gleich zu sein brauchen. Uebrigens wird auch in diesem 
Falle die Lame'.'^che Function y^^M{x) bei unbeschränkter analytischer 
(reeller) Fortsetzung im Allgemeinen unendlich vieldeutig sein, nicht 
wie der Sinus eindeutig. Lassen wir nämlich den reellen oder rein - 
imaginären Werth von t unbegrenzt wachsen, so durchläuft x ein 
einziges Intervall immer wieder hin und zurück, und dementsprechend 
wird sich die Lame'sche Curve, wenn nicht besondere Verhältnisse 
vorliegen, am Ende des Intervalles umbiegen, und dann in neuer Weise 
weiter oscilliren. 

Es ist femer zu bemerken, dass, damit wir von einer Oscillation 
der Curve sprechen dürfen, es nicht einmal nöthig ist, dass bei ein- 
maliger Durchlaufung des Intervalles der Functionszweig überhaupt 
sein Vorzeichen wechselt; nur muss dies unendlich oft geschehen, wenn 
wir das Intervall unbegrenzt oft hin und her durchlaufen. Es werden 
einfach die Stücke der 3;-Ase, welche den verschiedenen OsciUationen 
entsprechen, in diesem Falle langer sein wie das Intervall selber, in 
welchem sie liegen *). 

Fassen wir zusammen, so wird die Lame'sche Curve, welchen 
reellen Werth a auch haben mag, in zweien der vier Intervalle oscil- 
liren. In den anderen zwei Intervallen wird sie den Charakter einer 
Exponentialcurve besitzen; d. h. sie wird im Intervalle höchstens einmal 
der «-Axe begegnen, so oft wir das Intervall auch hin und her durch- 
laufen mögen und sich von derselben dann ins Unendliche erstrecken. 
Die umstehenden Figuren 1 und 2 (Seite 124) zeigen zwei verschiedene 
Formen, welche die Curven dieser Art haben können. Die erste der- 
selben entspricht der hyperbolischen Sinuseurve, die zweite der hjper- 

*) Auf ähnliche Umstände kommen wir wiederholt zurück. Vergl, 
dere die Bemerkung auf Seite 124. 
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bolischea Cosiauseurve. Die dritte Figur giebt einen Grenzfall zwischen 
den zwei schon erwälmtea Formen, in welchem sich die Curve der 
X'Axe iinendlieh nähert, aber sie niemals übersehreitet wie in Fig. 1, 
und auch niemals wieder nach oben zurückkehrt wie in Fig. 2. 




Flg. s. 

Jedenfalls oscüUren die Lame'schen Curven in diesen Intervallen 
nicht. 

Schliesslich bemerken wir, dass wir, wie wir es durch passende 
Wahl des Vorseichens des aecessorischen Parameters a erreichen können, 
dass die Lösungen einer Lame'schen Gleichung w = 4 in einem be- 
liebigen der vier Intervalle der a^-Axe oscilliren, so auch durch richtige 
Wahl der Grösse von a bewirken können, dass die Lösungen dieser 
Gleichung in einem beliebigen Segmente des Intervalles gerade eine 
beliebig vorgeschriebene Anzahl von Osciüationen ausfähren. Das 
heisst: wir können die Stärke des Oscillirens durch den aecessorischen 
Parameter genau reguliren. Es sei aber dabei besonders bemerkt, dass 
das betreffende Segment (für welches wir die Zahl der Oscillationen 
vorschreiben) länger sein darf als das Intervall, in welchem es liegt, 
d. li. dass es dieses Intervall zum Theil oder im Ganzen mehrfach 
umspannen kann*). Zugleich bemerken wir, dass es immer nur einen 
Werth von a giebt, welcher für ein gegebenes Segment eine vor- 
geschriebene Zahl von Oscillationen genau hervorrufen wird. Hier- 
mit sind wir zum einfachsten Falle des von Klein für beliebige 



*) Diese mehrfache Ueberdeckung der a;-Axe entspricht genau der ia der 
Function entheorie wohi bekannten mehrfaehen üeherdecknng der complesen Zalilen- 
ebene durch eine mehrblättrige Siemann'Bohe Fläche, nur dass wir una hier a>if 
reelle Werthe der Variablen beschränken. 
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Lame'sche Gleichungen aufgestellten Oscillationsiheorems gelangt*). Wir 
werden das Oscillationstlieorem für den Fall « = 5 in § 3 ausführ- 
lich besprechen, nachdem wir vorerst noch einige Hülfsbetrachtungen 
vorausgeschickt haben. 



§ 2. lieber die Oscillatioaseigenschafteii der I>amä'soheu Curven, 
w = 5 in den Segmenten der emzelnen Intervalle der a;-Axe. 

Wir wollen hier für die Lame'sche Gleichung die Form (4) von 
Seite 117 zu Grande legen, die für w^ 5 lautet: 



4=S^+- + ']» 



Dabei wollen wir dahingestellt sein lassen, ob s'dmmtliche Wurzeln 
von f{x) = reell sind oder ob zwei von ihnen einander conjugirt 
imaginär sind**). In den sechs bezw. vier Intervallen der a:-Ase, welche 
durch die reellen Punkte g; und den Punkt x = <x> begrenzt sind, 
kann das in Betracht kommende hjperelliptische Intervall t (durch 
jedesmal zweckmässige Annahme der unteren Integrationsgrenze) ab- 
wechselnd reell und rein imaginär angenommen werden. 

Fassen wir zunächst eines der Intervalle ins Auge, fflr welche i 
reell angenommen werden kann. Dann ist die hier geschriebene Form 
der Lame'scben Gleichung ohne Weiteres einer mechanischen Deutung 
fähig. Wir werden nämlich die Variable t als die Zeit und y als den 
Abstand eines Massenpunktes Eins von einem festen Kraftcentrum 
deuten. Der Massenpunkt soll sich nur auf seiner geraden Ver- 
bindungslinie mit dem Kraftceutrum bewegen können. Sobald wir 
jetat annehmen, dass die anziehende Kraft des Centrums gleich der 



*) Der soeben besprochene Fall des üecUIationsÜieorems iet natiirlioh trivial, 
da er sich auf wohlbekannte Eigenschaften der Kreisfunctioaen reducirt. Von 
Sturm (Liouville'B Journal Bd. I 1836) iet das Oacillationatheorem für Differential- 
gleichungeu sehr allgemeiner Art bewiesen worden, welche eben wie die L&m.6- 
sehen Gleichungen m = 4 einen einzigen Parameter eothalten. Der Gedanke, das 
OscillationBtheorem auf Differentialgleicliungen auszudehnen, welche mehr wie 
einen Parameter enthalten, ist zaerst von Klein gefassfc worden. Dersslbe hat 1881 
(Math. Ann. Bd. 18, S. 419) das Theorem zunächst für Lam^'s ursprüngliche Glei- 
chung (siehe S. 114) aufgestellt. Später (in der Vorlesung von 1889—90) wurde 
es nicht nur auf den allgemeinen Fall » = 5 der LamÖ'schen Gleichung ausge- 
dehnt, sondern auch auf beliebige M, worauf wir hier nicht eingehen können. 

**) Der Fall, wo rier Wurzeln imaginär sind, wird hier nicht erwähnt, weil 
er weiterhin nicht in Betracht kommt. 



Hosted by Google 



126 Kapitel 2, § 2. 

(—TT ax — öj-fachen Eiitfermiuj^ von demselben ist, erscheiut die 

Lame'scke Gleichung gerade als die Beweffimgsglddiung des Massai- 
^unlites. Da x eine Function von t ist, vrird die Intensität der in Itede 
stehenden Kraft natürlich mit der Zeit veränderlich sein und eine ab- 
stossende Kraft werden, sobald ( -.-^ — ax — TÄ negativ ist. 

Nun sehen wir unmittelbar mechanisch ein, dass, wenn die Kraft 
eine Zeit lang eine anziehende ist, der Massenpunkt um das Kraft- 
centrum herum hin und her oscilliren wird, und zwar um so rascher, 
je stärker die anziehende Kraft ist. Sobald aber die Kraft eine ab- 
stossende wird, verliert die Bewegung diesen oscillireiiden Charakter 
und verläuft vielmehr so, dass der Massenpunkt, nachdem er höchstens 
noch einmal durch das Erafteentrum hindurchgegangen ist, sich von 
demselben unbegrenzt entfernt. 

Jetzt nehmen wir an, dass unser Massenpunkt zu einer Zeit, 
welche dem Werthe 3;= m, entsprechen mag, gerade durch das Kraft- 
centrum mit beliebiger Geschwindigkeit hindurchgeht. Wir lassen ferner 
t bis zu dem Betrage wachsen, der x = m^ entspricht, und stellen uns 
folgende Frage: 

Können wir die accessorischen Parameter a und b unserer Lame'scJten 
Glekftung so bestimmen, dass der MassenpunU in dem betrachteten Zeit- 
iniervall genau m Halhoscillationen ausfuhrt? 

Um diese Präge zu beantworten, ziehen 
wir die geometrische Anschauung zu Hülfe. 
Deuten wir wieder x als Abseisse, y als Or- 
dinate, HO entspricht unser Zeitintervall einem 
I-'-" Segment m^m^, welches keinen singulären 
Punkt überschreitet und* welches ganz im 
Endlichen liegt. Dieses Segment kann natür- 
lich das Intervall zwischen zwei benachbarten 
singulären Stellen, oder doch Theile dieses 
Intervalls, mehrfach überdecken; wir wollen aber zunächst annehmen, 
wie in der Figur angedeutet ist, dass dies nicht der Fall ist 
Nun construiren wir uns ferner die Curve dritter Ordnung: 

und die Rülfsgerade: 

(2) y = ax + b. 

Die Differenz der Ordinaten dieser zwei Curveu für eine beliebige 
Abscisse des Segmentes m^m^ giebt die Kraft für den entsprechenden 
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Zeitmomeni nach Grössen und Vorzeichen, und zwar so, dass die Kraft 
im einzelnen Zeitmomenfc anziehend wirkt, wenn die Hülfsgerade (wie 
dies in der Figur durchweg der Fall ist) unterhalb der Curve dritter 
Ordnung liegt, im anderen Falle aber abstossend. 

Die Cutve dritter Ordnung, deren Gleichung keinerlei willkürliehe 
Constante enthält, liegt durchaus fest und verläuft für endliche Ab- 
scissen x überall eindeutig, stetig und reell. Dagegen hängt die Lage 
der Hülfsgeraden vollständig von den accessorischen Parametern a und 
h ab. Geben wir dieser Hülfsgeraden irgend welche beliebige Rich- 
tung (welche nicht gerade senkrecht zur x-A^e ist), so können wir 
sie, wie auch die Curve dritter Ordnung im Segmente m^m^ verlaufen 
mag, soweit nach unten schieben, dass sie in unserem Segmente überall 
um einen beliebig vorgegebenen Betrag unterhalb der Curve dritter 
Ordnung bleibt. Dies bedeutet aber für unser mechanisches Problem, 
dass wir die anziehende Kraft in jedem Augenblicke des für uns in 
Betracht kommenden Zeitintervalles einen beliebig gross vorgegebenen 
Werth überschreiten lassen können. Hierdurch werden wir erreichen 
können, dass die Anzahl der Halboseillationen, welche ^nser Massen- 
punkt in jenem Zeitintervall ausführt, eine willkürlich gegebene Zahl 
m überschreitet. Indem wir nun die Hülfsgerade unter Beibehaltung 
ihrer Richtung nach oben verschieben, wird für jedes in unser Inter- 
vall fallendes Zeitmoment die anziehende Kraft kleiner werden und 
zum Theil sogar abstossend wirken, sobald nämlich innerhalb des 
Segmentes Theile der Hülfsgeraden oberhalb der Curve dritter Ord- 
nung liegen. Beim Aufvvärtsschieben der Hülfsgeraden vermindert sich 
hiernach die Anzahl der Halboseillationen allmählich, und indem wir 
diesen Process gerade weit genug führen, können wir offenbar er- 
reichen, dass diese Anzahl genau m wird. Wenn wir noch weiter 
gehen, wird und bleibt diese Anzahl kleiner wie m. — Indem wir 
jetzt die mechanische Formulirung verlassen, können wir das erhaltene 
l.Iesultat in folgender Form aussprechen: 

Für jede (nidU verticah) Kichtung der Sülfsgeraden gieht es eine 
und nur eine Lage derselben, -welche im Segmente m^m^ genau m Salb- 
osciUationm derjmigm Lamd'scken Ctirven hervorruft, deren Ordinate im 
Funkle tn^ verschwindet. 

Fassen wir die Hülfsgeraden ins Auge, welche in der angegebenen 
Weise verschiedenen Richtungen entsprechen, so sehen wir, dass sie 
eine Curve umhüllen, die wir Hüllcurve nennen wollen. Eine erste 
Eigenschaft derselben, die wir aus dem Vorhergehenden ableiten, ist 
die, dass sie, weil sie keine parallelen Tangenten besitzt, auch keinen 
Wendepunkt haben kann. Nun sehen wir ferner, dass je zwei der hier 
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betrachteten Hülfs geraden sich innerhalb des Streifens schneiden müssen, 
weichet von den Ordinalen in jMj und m^ begrenzt ist. Anderenfalls 
würde nämlich die eine dieser Hülfsgeraden in jedem Augenblicke des 
betrachteten Zeitintersalls stärkere Anziehung liefern wie die andere, 
was offenbar unmöglich ist, da sie dieselbe Anzahl von Oscillationen 
hervorrufen sollen. Hieraus schliessen wir, dass die Hüllcur?e selbst 
ganz innerhalb dieses Streifens liegt (denn die Punkte der Curve sind 
doch jedesmal die Schnittpunkte zweier unendlich benachbarter Tan- 
genten derselben). 

Dem oben aufgest«llten Satze entnehmen wir, dass die HüU- 
curve eine und nur eine Tangente von jeder von der Verticalen ver- 
schiedenen Richtung hat. Jetzt lassen wir die Hülfsgerade, indem 
sie ihre verschiedenen Lagen durchläuft, immer steiler werden. Dies 
können wir auf zweierlei Weisen thun je nachdem, die Hülfsgerade 
mit der a;-Axe einen spitzen oder einen stumpfen Winkel bildet. 
Beidemal wird sie sich einer verticalen Grenzlage nähern, welche eine 
Tangente (bezw. eine Asymptote) der Hüllcurve sein muss. Keine von 
diesen zwei Grenzlagen kann aber zwischen den Ordinaten in m^ und 
«»ä liegen, weil sonst eine von ihr unendlich wenig verschiedene 
Tangente unendlich starke Anziehung für ein endliches Zeitinterrtill 
liefern würde, was ja unendhch viele Oscillationen verursachen müsste. 
Jede dieser verticalen Grenzlagen musa also in eiuer der Endordinaten 
des Segmentes m^ni^ liegen. Dass sie ferner beide Asymptoten sind, 
sehen wir durch folgende Ueberlegung. Eine von der Verticalen un- 
endlich wenig verschiedene Tangente muss nämlich, da sie Anziehung 
nur für unendlich kurze Zeit verursacht, während dieser Zeit unend- 
lich starke Anziehung geben, d. h. die End- 
ordinate unendlich weit nach unten schneiden. 
Die Hüllcurve muss sich also der unteren Hälfte 

•_. -i '". \*'^. heider Endordinaten als Asymptoten nähern. 

Hiemach sehen wir, wie etwa die Hüllcurve ge- 
staltet sein wird; insbesondere, dass sie überall 
convex nach oben sein wird. (Vergl. die Figur.) 
Für grosse Oscillationszahlen m wird diese Hüll- 
curve natürlich tief unterhalb der «-Axe liegen. 
Wenn dann m ein kleinerer Werth zugetheilfc 
wird, verschiebt sich die Curve nach oben (ohne 
darum nothwendig mit sich selbst congruent zu bleiben) und wenn 
die Curve dritter Ordnung Cg innerhalb des Segmentes hoch genug 
oberhalb der a;-Axe verläuft, wird der Scheitel der HUUcurve für kleines 
m sogar oberhalb der af-Ase liegen. 
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Nun sind diese Ueberlegungen ohne Weiteres auf i 
zuwenden, welche das Intervall eiei^i, in welchem sie liegen, mehr- 
fach überdecken *). Nur haben die betreffenden Hüllcurven danu 
nicht mehr die Ordinaten in den Endpunkten m,w;a des Segmentes 
zu Asymptoten, sondern vielmehr die Ordinaten in denjenigen zwei 
Punkten, welche das ganze Segment 
zwischen sich einschliessen. Im All- 
gemeinen werden diese Asymptoten 
die Ordinaten in den Punkten e,- 
und e, + i, sein; falls aber das Seg- 
ment sich nur in einer Kiehtung 
bis an den Endpunkt des Intervalles 
hin erstrecken sollte, die Ordinate 
in diesem einen Endpunkte und da- 
neben noch die Ordinate in dem- 
jenigen Endpunkte des Segments, 

welcher von dem genannten Endpunkte des Intervalles i 
entfernt liegt. (Vergl. die Figur, welche die beiden hier besprochenen 
Möglichkeiten darstellt.) 

Mit dem Vorstehenden haben wir unsere Betrachtungen erst für 
diejenigen Intervalle der x-Ase zu Ende geführt, in welchen t reell 
genommen werden kann. Für die anderen Intervalle konnten wir die 
untere Integrationsgrenze jedesmal so wählen, dass t rein imaginär 
wird. Wir setzen dann einfach t = it, und deuten die reelle Grösse 
T als Zeit. Unsere mechanische Bewegungsgleichung nimmt so die 
Form an: 



'[- 



^ + <.! + (.,. 



Wir können also unsere sammtlichen Betrachtungen mutatis mutandis 
wiederholen, indem wir nur bemerken, dasa wir jetzt Anziehung haben, 
wo wir früher Abstossung hatten und umgekehrt. Wir sehen also, 
dass diejenigen Hülfsgeraden y = ax-\-b, welche m Halboscillationen 
im Segmente m,m^ hervorrufen, nach wie vor eine Curve umhüllen, 
welche keine Wendepunkte besitzt und die Endordinaten des Seg- 
mentes, bezw. des Intervalls der a;-Axe, zu Asymptoten hat. Nur 
wird diese Hüllcurve jetzt convex nach unten sein und immer weiter 
nach oben liegen, je grösser der Werth von m ist. 



*) Vergl. Bemerkung S. 124. 
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§ 3. Das OsciUatiOQBthGorem für die Lame'Bche Gleioliung w == ;i . 

Durch die Untersucliungeü des vorigen Paragraphen haben wir 
alle Mittel bereit gestellt, um nun das bereits oben genanote funda- 
mentale OscüJationstheoreni zu beweisen. Dasselbe lautet, wenn wir 
dasselbe so einschränken, wie es tiir unsere Zwecke zunächst ausreicht, 
folgendermassen : 

Die aceessorischen Parameter a und b einer Lame'scken Gleichung 
M = 5 hÖnnm stets und nur auf eine Weise so bestimmt werden, dass 
eine erste JParticulariÖsung existirt, welche in einem ersten heliebigen Seg- 
mente m^m^ eines Intervaßes der reelkn x-Äxe genau m RalbosdUationen 
ausführt, und dass gleichzeitig eine andere JParticularlosung exisHrt, welche 
in einem häiebigen Segmente n^n^ eines anderen IntervdUes genau n Salb- 
oscillationen ausführt. 

Dieses Theorem werden wir, unseren früheren Verabredungen ent- 
sprechend, nur unter der Voraussetzung beweisen, dass beide Segmente 
ganz im Endlichen liegen. 7m dem Zwecke fassen wir einfach die 
zwei Hüllcurven ins Auge, welche den Segmenten %% bezw. n^n.^ 
betreffs der sei llations zahlen in bezw. n zugehören. Da wir ausdrück- 
lich verlangt haben, dass diese Segmente in verschiedenen Intervallen 
liegen sollen*), so werden die Hüllcurven in zwei von ihren Äsym- 
t t 1 t f l St 'f l'egen welche nicht über ein 
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Aber hiermit ist unser Oscillationstheorem bereits bewiesen. Denn 
diese eindeutig bestimmte, immer exiatirende, gemeinsame Tangente 
ist augenscheinlich die einzige Hülfagerade, welche die vorgeschriebene 
Anzahl von Haiboscillationen in deu beiden Segmenten hervorruft. 




Nun wäre natürlich die nächste Frage, wie diese aecessorischen 
Parameter a und h dem Oscillationstheorem zufolge wirklich analytisch 
zu bestimmen sind. Hierzu bemerken wir, dass die Punkte Mi und «j, 
sofern sie nicht singulare Punkte der Lame'sehen Gleichung sind, die 
Exponenten 0, 1 haben, sonst aber die Exponenten 0, -^ ■ Jedenfalls 
giebt es zwei Zweige der allgemeinen Lösung der Lame'schen Gleichung, 
welche wir mit JE^ und E^ bezeichnen wollen, die bezw. in den 
Punkten m^ und «^ verschwinden. Diese Zweige können wir auch 
wirklich ausdrücken als Potenzreihen, welche jedenfalls in der Nähe 
dieser Punkte convergiren. Welchen besonderen analytischen Aus- 
druck wir für diese Zweige zweckmässig gebrauchen werden, wollen 
wir hier nicht discutiren, sondern nur bemerken, dass derselbe nicht 
nur von der Variablen x, sondern auch von den aecessorischen Para- 
metern a und h abhängen wird. Wir wollen also schreiben, um dies 
anzudeuten, E^{x; a, 6), ^2(^5 «' ^)- Wenn nun die Constanten a, b 
dem Oscillationstheorem entsprechend bestimmt sind, so müssen offen- 
bar folgende Gleichungen stattfinden: 

i?i(m^; a, i) = 0, 

welche als Gleichungen in Liniencoordinaten a, b der zu den zwei 
Segmenten gehörenden Hülleurven angesehen werden können. Die 
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Oscillationszaliien m, n kommen aber iE diesen Gleichungen überhaupt 
nicht vor. Die Sache ist also die, dass jede der obigen Gleichungen 
die unendliche Reihe von Hüllcurven darstellt, welche zu verschiedenen 
Osciliationszahlen, aber demselben Segmente gehören. Die Gesararat- 
heit dieser Hüllcurven ist aiso als eine einzige transcendente Curve 
zu betrachten, deren Zweige durcli die verschiedenen üseillationszahlen 
unterschieden werden. 

Das Oscillationstheorem sagt uns nun geradezu, dass es unendlich 
viele reelle Lösungsayateme a, h der zwei oben geschriebenen simul- 
tanen Gleichungen giebt, von denen ein und nur ein Lösungssysteui 
zu jedem Paar von Osciliationszahlen m, n gehört. Dieae einzelnen 
Lösungen von einander durch Ungleichheiten zu separiren und dann 
eine Methode zu finden, wodurch sie bequem numerisch berechnet 
werden könnten, ist eine noch zu losende Aufgabe*). 

Jetzt erwähnen wir noch kurz folgendes verallgemeinertes Oscilla- 
tionstheorem (K): 

Dw acci-snoi i'-cheti Parmnctet a und b einer lamt ■^cheti (xkwhumj 
ji = 5 AöM»«.» ijfefe und nitt auf eine Wei'^e so hestimmt umtden, dass 
die Gleichung eine eiste Losung hebitzt, welche tn den, Endpwiläeii pvnes 
i Segmentes m^m^ nnes eisten InPnalles rfe» reellen i Axe he 



dt 
mentes m mal verschwindet, uaiiiend etne andeie Losung m dm End 
punkten etnes Segmentes w^w^ etties anderen Intervalle!, ebenfalls beliebig 
vorgesch}id>ene Weithe von —r— besitzt und mneiJwlb des Segmentes n mal 
^pf ücktoindet jt 

Auf die Begründung dieses Theorems, geben vnr nicht naber ein, 
denn sie wurde fa«t wörtlich dieselbe sein, wie im Falle de& «otben 
ausfubrlah behandelten einfachen Oscillationstheorem 8 In der That 
nui der besondere Fall des soeben ausgesprochenen 



*) Man vergl, hierzu die Abhandlung von Picaid: Applications des methodes 
d'approsimations auccessivea. Journal df Mathümatiques 1893. 

**) Wenn die Endpunkte der Segmente gewöhnliche Tunkte der Diflerentia,!- 
gleiohung sind, könnten wir natürlich ebensogut die Werthe von -~^ — in ihnen 

d^ 
voraehreiben. Tn den singulären Punkten aber wird dieser Quotient im Allge- 
meinen Nnll aein. 
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Theorems, welcher eintritt, wenn die in beiden Endpunkten der beiden 
Segmente vorgeschriebenen Werthe von - :: überall Null sind *). 

Schliesslich kommen wir auf diö Beschränkung zurück, welche 
wir unseren Segmenten auferlegt haben, dass sie uämlich durch's Uu- 
endliche nicht hindurch ziehen dürfen. Dieselbe ist nämlich offenbar 
für Lame'sche FuncUonen nothwendig. Nun haben wir allerdings un- 
seren ganzen Beweis mittelst Lam^'seher Curven geführt, welche durch 
Lame'sche Functionen definirt werden. Das einmal erhaltene Theorem 
können wir aber sofort auf Lame'sche Formen übertragen, wo es 
foigendermaasen lauten wird (wir führen der Einfachheit halber nur 
das zuerst besprochene einfache Oscillationstheorem an): 

Die aceessorischen Farameter dner homogen geschriebenen Lame'schm 
Gleichung « = 5 Icimnen stets und nur auf mte Weise so bestimmt werden, 
dass der Gleichung eine erste Lamfsehe Form genügt, welche in den End- 
punkten eines ieliebigen Segmentes mj^m^ eines erst^i Intervalles der reellen 
x-Äxe sowie innerhalb dieses Segmentes m-mal verschwindet, wahrend 
sugleich die Gleichung durch eine andere Lame'sche Form befriedigt 
wird, wädie m dm Endpurikten eines Segmenies «(«g eines anderen 
Intervalles und n-mal innerhalb dieses Segmentes verschwindet. 

Dieses Theorem kann jetzt nicht mehr davon abhängen, dass die 
Segmente beide im Endliehen liegen, da der Punkt 3; = oo jetzt iu 
keiner Weise von jedem anderen nicht singulären Punkte der Glei- 
chung verschieden ist; das eine oder andere der beiden Segmeute, von 
denen der Satz spricht, kann sich also nach Belieben durchs Unend- 
liche ziehen. 



Kapitel 3. 

lieber di« Behandlnng des Potentials durch peutasphäriscbe nnd 
cyclidische Coordinaten. 

In diesem und dem nächsten Kapitel kommen wir nun auf unsere 
ursprüngliche physikalische Fragestellung zurück. Ehe wir aber zu dem 
specieilen Potentialproblem übergehen können, welches wir zu lösen 
haben, müssen wir vorab einige allgemeinere Gesichtspunkte gewinnen, 
welche überhaupt für die höhere Potentialtheorie von weitgehender 
Bedeutung sind. Hiermit beschäftigen wir uns im ersten Paragraphen 
dieses Kapitels. 

*) Die Anzahl der Halboscillationen ist natfirlich imioer um Eins grösser als 
die Anzahl von Nullatellen innerhalb des Segmentes. 
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"Wir wollen aber schon hier ausdrücklich erwähnen, dass sich 
unsere Methoden insofern von den gewöhnlichen Methoden der mathe- 
matischen Physik unterscheiden, als wir unter Umständen homo- 
gene Coordinaten gehrauehen werden. Hierdurch führen wir keinen 
neuen Coordinatenbogriff, sondern nur eine neue Schreibweise ein, 
welche sich wegen ihrer Zweckmässigkeit bei allgemeinen Unter- 
suchungen Über Transformation etc. schon in vielen Zweigen der 
Geometrie um! Analysis eingebürgert hat und mit gleichem Rechte 
ihre Stelle in der mathematischen Physik beanspruchen darf*). 

Die zwei ersten Paragraphen dieses Kapitels gehen wesentlich 
auf zwei Noten von Darboux zurück **). Wir haben nur die Sache 
ausdrücklich vom Standpunkte der Geometrie der reciproken Radien 
her aufgefasst, und zugleich die Formeln auf übersichtlichere Weise 
abzuleiten versucht, wie dies Darboux gethan hat (K). 

§ 1. Ueber die Behaadlnng der Potentialtheorie in der Geometrie 
der reciproken Badien. 

Ebenso wie wir in der elementaren Potentialtheorie rechtwinkhge 
Cartesische Coordinaten zu Grunde legen, so werden wir hier ortho- 
gonale pentasph arische Coordinaten gebrauchen, und zwar der Ein- 
fachheit halber solche mit der Identität: 

Zunächst wollen wir das noch speciellere System A') von Seite 41 
in Betracht ziehen, wo nämlich: 



' + f + ^~f, 



= 2zt. 



In diesen Formeln bedeuten x, y, s, t homogen gemachte rechtwink- 
lige Coordinaten; d, h, die Quotienten: 



sind gewöhnliche Cartesische Coordinaten. 

Nun genügt eine Potentialfunction V(X, Y, Z) der Differential- 
gleichung : 

c-V , 

_ W-y-^-^dz^ 

■'') Man kann die Torliin besprochene homogene Form ■ 
Differentialgleichung als ein Seitenstfict hierzu betrachten. 

**) Comptes Reudue 1876, II. Bd. 83, p. 1037 und p. 1099. 
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In diese Differentialgleichung können wir sofort die homogenen Coordi- 
naten x, y, s, t einführen, und bekommen für das Potential Vi-, , -f-, -r) 
die Differentialgleichung: 

Wenn wir nun zum oben geschriebenen System pentasphärischer 
Coordinaten übergehen wollen, müssen wir setzen: 

'-%' 'J-%' '"%' '--'tt^- 

Und es wird: 

f?-4i^r;, '11 -w" ''"- '■"' 

Es wird also die Potentialfunction : 



der Differentialgleichung 

In dieser Gleichung erscheinen aber, wie in der vorausgesetzten 
Form von V selbst, noch nicht alle fünf pentasphärischen Coordinaten 
als gleichberechtigt, wie sie ea natürlich in der Geometrie der reci- 
proken Radien sind. Diesen Umstand können wir, wenigstens formell, 
dadurch in Wegfall bringen, dasa wir bemerken, dass die Coordinaten 
x^, X2 nur in der Verbindung x^ -\- iXy in der Function F vorkommen. 
Nach einem Fundamentalsatz der Theorie der Functionen eines com- 
plexen Argumentes genügt also Y der Differentialgleichung; 

l'i'^ + l?-»- 

Wir sehen also, dass unsere Potentialfunction folgender Differential- 
gleichung genügt, in welcher die fünf pentasphärischen Coordinaten 
ganz symmetrisch vorkommen: 

Diese Differentialgleichung hat aber zunächst keine tiefere 'Bedeutung, 
denn sie hört auf bu gelten, sobald V mittelst der Identität 2;a:,-^ = 
umgeformt wird. 

Dieser letzte Umstand hängt nun davon ab, dass wir uns, in der 
Geometrie der reeiproken Radien, eigentlich nicht mit den Potential- 
funcüonm beschäftigen sollten, sondern mit gewissen Potential/brmew, 
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welelie dadurch entstehen, tlass wir von den Potent ialfuoctionen eJuen 
einfachen Factor abtrennen. Diesen Gedanken drücken wir jetzt in 
folgendem Satze bestimmter aus, indem -wir uns noch auf dasselbe be- 
sondere System pentasphärischer Coordinaten beschränken, wie soeben: 
Ist V eine heUebiz/e PotentialfimcUon und setzen loir: 

Y= {x^ 4- i^,)*-M^_,(^x- ^, %> ^4. ^s), 
so wird die BifferenUfdgleichung : 



durch die Form W befriedigt, loie letztere auch durch die Identität 
£Xi^ = umgeformt werden mag. Femer wird diese Differentialgleichung 
wngeändert befriedigt, wenn man W einer beliebigen Kreisverwandtschaft 
unterwirft. 

Dieser Satz berechtigt uns, W eine Potentialform zu nennen. Um 
denselben zu beweisen, müssen wir dreierlei zeigen: 

1) In seiner ursprUngliehen Gestalt genügt W der oben geseltriebenen 
Differentialgleichung. Zunächst wird W der Differentialgleichung: 

genügen, weil V schon derselben genügte und W sich von V nur durch 
einen Factor unterscheidet, welcher von x^, x^, x^ unabhängig ist. 
Ferner enthält W die Veränderlichen x^ und x^ nur in der Verbindung 
x^ -\- ix^ und genügt also der Differentialgleichung: 

Hiernach genügt W auch der Differentialgkichung : 

^v + 5^ + ev + 9v + sv = '^' ''-'■^'-^- 

2) Nach Umformung durch die Identität ^Xi = genügt W der- 
selben Differentialglachung. 

Wir betrachten natürlich nur solche Umformungen, bei welchen 
W homogen bleibt. Wenn also [W] die ursprüngliche Gestalt war, 
werden wir als allgemeines TF haben: 



W- 



= \W\+l^xA-x(x„ X,, x„ x„ X,), 



' 1 eine beliebige Form — „ -ter Dimension ist. Wir haben i 
r zu zeigen, dass: 
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-»■')■ 



der Differentialgleichung: 

Sa^' ^ aa:j' ^ dx^^ ^ bx,' ' 0«," 
identiach genügt, waa auch x sein niag. Nun igt: 



-?!i — 9,4-4« ?l4- 



(.!?""')&■ 



Hier verschwindet der letzte Term wegen der Identität 2^a:,-^ = 0. 
Indem wir nun entsprechende Ausdrücke für ^ — ;, ^ — -j, ■ ■ - bilden und 
menaddiren, bekommen wir: 



2S. = i»« + ^I/(-.-fc) 



Erinnern wir uns jetzt, dass x ^Jne Form — ^-ter Dimension ist, so 
sagt uns das Euler'sche Theorem über homogene Functionen, dass: 

Diesen Werth in die oben stehende Gleichung eingesetzt, giebt: 

S7|l^ = 0, w. z.b. w. 

3) Wenn man W einer ieliebigen Kreisverwandtschaft unterwirft, 
genügt sie noch immer derselben Differentütlgleichung. Jede Kreisver- 
wandtschaft wird nämlich, wie wir wissen, durch eine homogene 
lineare Substitution der Xi ausgedrückt, welche die Identität 2Jx? = 
ungeändert lässt. Nun ist es aber wohlbekannt, dass die ersten par- 
tiellen Ableitungen nach den Xi mit den Xi selber contragredknt sind, 
d. h. wenn die Xi die Transformation erleiden: 

(fXi = '^aiiiXii, 

so erleiden die Ableitnngen die Transformation: 

5 
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Jetzt sind die Formeln, durch welche die Xi durch die xl ausgedrückt 
werden, auch gerade von dieser Gestalt, nämlich: 

OXi==^aii -xil . 
Es sollen aber diese letzten Formeln, nach unserer früheren Voraus- 
setzung, die Gleichung ^a:/^ = in die Gleichung^ :c;^ == über- 
führen, und folglich müssen die voraufgehenden Formeln die Gleichung 
/; ^^ = in die Gleichung ^t gp^ = Überführen *), w. z. b. w. 

Hiermit haben wir also den oben ausgesprochenen Sntz voll- 
ständig bewiesen. Derselbe bezieht sich zunächst nur auf ein ganz 
specielles System orthogonaler pentaph arisch er Coordinaten, kann aber 
jetzt mit leichter Mühe auf das allgemeinste System orthogonaler 
pentasph arischer Coordinaten mit der Identität 2^xi^ = ausgedehnt 
werden. Um nämlich von unserem ursprünglichen speciellen zu diesem 
allgemeineren Coordinaten System überzugehen, gebrauchen wir gerade 
dieselbeu Formeln wie bei einer Kreisverwand tschaft, nur werden Xi 
and Xi als Coordinaten eines und desselben Punktes in Bezug auf 
verschiedene Coordinaten Systeme aufgefasst, nicht als Coordinaten 
zweier Punkte in Bezug auf dasselbe Coordinaten System. Hiervon sind 
aber die analytischen Schlüsse von A d. 3) oben unabhängig. Wir 
sehliessen hieraus, dass W in Bezug auf ein beliebiges pentaphärisches 
Coordinaten System mit der Identität 2^x,^ = der Differentialgleichung 
genügt: 

^j dx.- 

Dei Factor j. -\- j. mit welchem 11 muitiplairt i^m nui-)ste 

damit wii /ur Potentialfunction zurückkommen geht natürlich jetzt 

*) Wir haben es hier mit Ueraelben bchluebwi-iae au thun welche mir in dor 
niederen lotBUtialthPoiie brauchm muEsen wenn wir >ewei en wollen Aass nach 
einer beliebigen Drthung um den Coorhnatcnanfangsiunkt (v verV inden mit 
einer Spiegelung an einei durcl denselben hindurchgehe uden El nnp) ein beliebiges 

Potenti 1 ) h Lu3 ng der Gleichung \- — f- ^ =0 ein Potential bleibt 

Die soeben genannten Tiaubiormationen dtrioken sii..h nimliLk dun-U diejeuigen 
ganzen lineaten Suhat tutioneu \ -a i j ' ins wel he die Form i -\- J -\- ' iri 
sich selbst berf ihren 
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in die —-ts Potenz der linken Seite der Gleichung der unendlich fernen 
Fuubtkugel, d. h. in 



m 



über. Wir können also unserem früheren Satze folgende allgemeinere 
Faasung geben, in welcher man aich die x, ab beliebige penta- 
phärische Coordinaten mit der Identität Sx^ = zu denken hat: 
Ist V eine beliebige Potentialfunction und setzen wir: 



^-{tif^^^ 



i' 
wird die f,Potentialform" W die Biffer&ntialglmlmng : 

man mu^ W mit Hülfe der Identität Sxi^ = um- 



formen« 

Wir können diesen Satz aber auch umkehren und sagen : 

Jede Form — -ter Dimension in den pentasphärischen Coordinaten 

{mit der Identität ^x? = 0), welche der Biiferentialgleiching genügt: 

ist eine Pofmtialform; d. h. liefert mit der ^-ten Polens der linken Seite 

der Gleichung der unendlich fernen Pwrücthtgel multiplicirt, eine Potential- 
funetion. 

Es genügt nämlich offenbar, diesen Satz für das specielle penta- 
sphärische Coordinaten System zu beweisen, welches wir oben zuerst 
betrachteten. Um den Satz aber für dieses besondere Coordinatensystem 
zu begründen, haben wir nur die gerade gegebenen Entwickelungen 
rückwärts zu durchlaufen, indem wir das gegebene W dnrch die Iden- 
tität £xi^ = in der Weise umformen, dass es die Variablen a;, und 
X2 nur noch in der Verbindung , x.^ + ix^ enthält (was wir so thun 
können, dass wir in die zwei Formen W und I^xi^ die Veränderlichen 
x.^ + ix^ und aTg •— ix, an Stelle von x,, a^ einführen, dann X2 — iXi 
mittelst der Identität durch x^-\-ix,, x^, x^, x,^ ausdrücken und diesen 
Werth in W einsetzen). Dann genügt W der Differentialgleichung: 
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und folglich aucli der Gleichnng: 
etc.*). 



§ 2. Ueber die Behandliug des Potentials mittelst eyclidischer 
Coocdinaten. 

Es wird jetzt darauf ankommen cjclidische Coordinateu an Stelle 
von pentasphärischen Coordinateu in die Gleichung der Potential- 
formen einzuföhren. Dies ist aber offenbar nicht ohne Weiteres 
möglich, da wir vier unabhängige Grossen (die fünf pentasph arische 
Coordinaten unter Berücksichtigung der Identität ß = 0) nicht durch 
drei andere ersetzen können. Wir werden vielmehr, auf die Formeln 
von Seite 87 Bezug nehmend, an Stelle der pentasphärischen Coor- 
dinaten die vier Variabein /i, v, q, G einführen. Nun ist aber W 



homogen von — -^-ter Dimension in a;,, . . . a;^, und wir könne: 


1 des- 


halb schreiben; 




w(yix„ yix„ i/<r«„ y^x„ \/ix,) - «'' -wd,, »„ «■„ x„ 


Xo), 


und y^x, . . . Yax^ sind direct durch ft, v, p ausdrückbar. 


Wir 


können also setzen: 




W(x^, x„ x„ x^, x.) — o' . 1«(1, .., ()), 





WO nun jp einer partiellen Differentialgleichung in Bezug auf /i, r, j» 
genügen wird, während für <f sein auf Seite 87 gefundener Wertli 
gesetzt werden kann. 

Die Ableitung dieser Gleichung für ip könnte vermittelst der 
Formeln auf Seite 87 durch elementare Rechnungen geschehen. Um 
aber diese Rechnungen, welche sehr lang und mühaam sind, zu um- 
gehen, geben wir unserem Probleme zunächst eine etwas andere Gestalt. 

Wir wollen nämlich die Gleichung I^Xi^ = als nicht bestehend 
ansehen. Dann ist die Gleichung: 



*) Eine andere Darstellung der Theorie der Potential formen, welche «ben- 
falla auf die Vorleaung yon Herrn Klein über Lame'eche Functionen zurückgeht, 
findet sich im Buche von Pockels „TJeber die Differentialgleichung Ju -\- k'u =^ 0" 
S. 197 ff. Wegen des Zusammenhanges dieser Theorie mit der Thomson'sehen 
Methode der Inversion vergl. man die Original abhandlung von Darboux und 
ebenfalls die Dareteilung von Pockels, 
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r + ,£l,, + i-e7.+ ,-^+, 



-0 



eine Gleichung vierlen Grades in A, deren vier Wurzeln wir mit (t, 
V, p, X bezeichnen wollen. Nun können wir x^, . . . x^ bis auf einen 
Proportionalitätafactor r durch (t, v, p, x ausdrücken mittels! der 
Formeln : 

((•-<,) (•-«,) (8 -«,)(--«,-) 
'■'-' fTei . 



=2-'. 



WO wie früher gesetzt worden ist: 

f(X) = (A ^ e,)il ~ e,){l - e,)(i. - e,){X - e,). 

Diese Formeln leiten wir ab durch eine Partialbruchzerlegung 
genau derselben Art, wie wir sie froher Seite 87 gebrauchten. 

Jetzt stellen wir uns die Aufgabe, in die Differentialgleichung: 

an Stelle von a;,, x^, x^, x^, % die fünf neuen Variablen {i, v, p, k, t 
einzuführen. Dies können wir leicht thun mittelst eines Theorems, 
welches ganz allgemeiu für n Variable gilt*), und welches für fünf 
Variable folgendermassen lautet: 

Wenn wir anstatt der Variablen x^, x^, a^j, ic^, x^^ fünf nette T 



*) Dieser Satz, welcher im WeBentliohen Bchon Green bekannt war, wird 
meisten» {z. B. von Lam^ und Jacobi) für drei Variable gebrancht, wo et dann 
in folgende geometrische Form gesetzt wird : 

Wenn wir anstatt der rechtwinkligen Coordinate» as, y, z krummlinige Coor- 
dinaten (t, v, q einfüllten, in welchen das Quadrat des Bogenelementea die Ge- 
stalt hat: 

©■ + ©"+©■ 

(d, h. wenn (i, v, q orthogonale Coordinateu sind), so nimmt die Potential- 
gleichung die Gestalt an: 

ArA_^zi_,_ ^_r-^^ix ^rA_^n_f, 

In ähnlicher Weise könnten wir natürlich den Satz für fünf Variable aus- 
sprechen, falls wir die Variablen x^, . . . x^ als gewöhnliehe rechtwinklige Coor- 
dinateu im Eaume von fünf Dimensionen deuten wollten, und fi, v, e, k, t als 
krummlinige Coordinateu in demselben Räume. In unserem Falle wären fi, v, 
0, M die Parameter von vier Familien confocaler Kegel zweiten Grades und z das 
Quadrat des Radius der mit ihnen conoentrischen Kugeln. 
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(i, V, Q, X, X einführen, welcJie so bescliaffm sind, dass der Differential- 
ausdruch dx-^ -\- dx.^ -{- äx^ -f- dx^ + dx-^ in einen Ausdruck von 
der Form: 

©" + ©" + + ©' + ©' 

übergeht, so nimmt die Dlfferentidlgleickung : 

c'W.d^W d'W c'W , c'W . 

die Form an: 

Um diesen Satz auf unser Problem anwenden zu können, müssen 
wir nachweisen, dass der Difierentialausdruck: 

I) = dx^^ + dx.;^^ -f- dxg^ 4" dx^'^ -{- dx;^^ 
in der That in einen Ausdruck der Torbezeichneten Form übergeht *) : 

(t)'+©'+0'+(t:)'+(©' 

Dies beweisen wir und berechnen zngleicli die Ausdrücke h^, . . . h. 

durch ein der Rechnung von Seite 88 sehr ähnliches Verfahren. 

Differentiiren wir nämlich die oben stehenden Formeln, weiche die Xi^ 

durch (i, V, Q, X, t ausdrücken, logarithmisch, so bekommen wir fünf 

Formeln von der Gestalt; 

x.da X dv x.do /r.-dx x.dr 

2te - ^ + ^ '_ ^_ + ^ -'--^^ + -i ;, + \ - ■ 

Wenn wir diese fünf Gleichungen quadriren und addiren, bekommen 
wir linker Haad 4jD, und es ist jetzt nur noch die Aufgabe, den Aus- 
druck rechter Hand auszurechnen. 

Der Coefficient von d/idv wird offenbar sein: 



y,- l'l „JL^!57--'!-_ 



'S? 



Da aber ^ — - = und ^ — - — = 0, so wird dieser ganze Aus- 
druck verschwinden. Auf genau dieselbe Weise sehen wir, dass der 
Coefficient des Productes von irgend zweien der Differentiale rfft, dv, 



*) D. h. wir müSBeu die Orthogonalität der krummlinigen Coordinaten i 
B. nachweiaen. 
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dp, dx ebenfalls verschwindet; und aiil' ähnliche aber noch einfachere 
Weise, dass der Coeffieient des Productes irgend eines dieser Differen- 
tiale mit dt verschwindet. 

Wir haben also nur die Coefficienten der Quadrate der Differen- 
tiale zu berechnen. Der Coeffieient von d(i.^ ist z. B.: 

Um ^hierin die Xt durch ji, v, p, k, t. zu ersetzen, achreihen wir: 

jLj l - e, m 

(wo 9> (/) = (^ - X) (r - k) (e - X) {x - X) und m = (^ - e,) (X - e,) 
{X — c^)(X — c^){X -— %)), eine Gleichung, deren Richtigkeit mit leich- 
ter Mühe einzusehen ist, wenn man die Null- und Unendlichkeits- 
stellen beider Seiten bemerkt. Differentiiren wir hier nach l, so be- 
kommen wir die Gleichung: 









Setzen wir dann schliesslich A = (t, so bekommen wir: 

eine Formel, welche durch cjclische Vertauschnng von fi, v, q, x 
die Coefficienten von dv", dp^, dx^ liefert. 

Der Coeffieient von dt^ ist, wie sofort zu sehen ist: 



Wir iekommm also scMiessUch ah Resultat: 

, r(f^-e)(r-e)(H-e) Tjf^-x)(..-«)(ff-«) i 

+ -AM ^ + 17W" "'^'' +7^'^'^- 

Dieses Resultat wäre nun in die obige Form der Potentialgleichung 
einzusetzen. Wir ziehen es aber vor statt der Variablen ft, v, p, x 
gewisse Functionen von ihnen iu die Potentialgleichung einzuführen, 
wodurch letztere eine einfachere Gestalt gewinnen wird. Diese neuen 
Variablen werden wir mit den Biiehstaben n, v, w, s toeicÄrae» und als 
diejenigen Werthe definiren, welche das hyperelliptische Integral: 
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annimmt, wenn die obere Grense der Beihe Jtach die Werthe [i, v, @, x 
hat Unter Benutzung dieser Variablen können wir schreiben: 

D _ r(„ - (■)(? - ,«)(x - c)<i«' + tl> - v)((> - »)(« ^.- v)dv' 

+ .-.*'• 

Wir haben hiermit in dem Ausdrucke: 

^=0 + ©" + ©' + ©■ + ©' 

die Werthe der h wirblieh berechnet. Indem wir jetzt bemerken, dass 
die Quotieuten , - ; ■ '. -^, rTrv^- , ■ . . beKw, von den Variablen a, v, . . . 
(oder was dasselbe ist u, v, . . .) unabhängig sind, sehen wir, dass 
wir die transformirte Differentialgleichung in folgender einfacher Form 
schreiben können: 

1 _ _ 8^ , 1 S^ 

(r-^)(e-fr)(«-;i) du' -r i^-v)(9-^v)(*-T) dv^ 



[fl_- p)(^ — g)(K-p) 



-10,«f-,0. 



Nun soll aber W homogen vom — - 4en Grade in x^, . . . Xr, 
sein*). Wir können also sehreiben: 

^r{^„ x„ :r„ x„ X,) = r'''^.w{^^. ^, ^, ^-, ^;) 

= T~' -fpiit., V, p, X). 

Indem wir diesen Ausdruck für W in die oben stehende Differential- 
gleichung einsetzen, bekommen wir als Differentialgleichung für ip: 



*) Wir beschränten uns also im Räume von fQtif Dimensionen auf Kugel- 

fimctionen ■- -ten Grades, um die Ausdrucks weise des Appendix B der „Natural 

PhiloBophy" Ton Thomaon und Tait zu gebrauchen. Die Function q>, deren 
DifFetentialgleichnng wir sofort ableiten, ist dann natürlich eine beliebige Kugel- 

fläcbenfunction — -x- -ten Grades im Räume von fünf Dimensioneu. 
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Soll achliesslicli die Relation Sx^^O befriedigt werden, so wird: 

vom dritten Grade in A, oder in anderen Worten: eine ihrer vier 
Wurzeln (etwa k) wird unendlich. In den Formeln also, welche die 
Xi mit fi, V, p, X verbinden (vergl. S. 141), verschwindet der Propor- 
tionalitätsfactor t = UXi^, während die Grössen x — d unendlich werden. 
Wir fassen diese zwei Paetoren also zu einem neuen endlichen Pro- 
portional itätafactor zusammen, indem wir schreiben: 

limes (lit) = — ■ 

Hierdurch bekommen wir gerade die Formeln von Seite 87 für die 
allgemeinen cyclidiachen Coordinaten. 

Nun wollten wir aber setzen (vergl. Seite 140): 

W(x^, x^, a^, Xi, %) == ff*- i/'(fi, V, p). 
Wir werden also die bis jetzt beliebige Lösung ip auf folgende specielle 
Gestalt beschränken wollen; 

<p{(l., V, e, X) = ff'- t:"^".l^((i, V, q)==X~' ■l/'((t, V, q). 

Diese ip haben wir dann statt rp in die oben stehende Differential- 
gleichung einzuführen und endlich x unendlich werden zu lassen. 
Einerseits ist nun: 

Indem wir andererseits , ^.-7 rr-—^ in der Nähe des Punktes 

Ä = 00 entwickeln, bekommen wir die Reihe: 

_ 1 _ ^-\-^ + 9 , . . . 

Es ist also: 

__ L cV 

.(ft_«)(„_„)(3_„) 8,'' 

= [t '^ + I ((^ + ^ + P) - T^«' ■ + A"^' + ^.«-^ + ■ ■ -J^^^f- 9^. 

Hieraus sieht man, dass die Gleichung für t, wenn x = 00 gesetzt 
wird, folgendermassen lautet*): 

*) Diese Gleichung wurde bereits von Wangerin, Grelle Bd. 82, 18J6 ab- 
geleitet; Darboux bat dieselbe nur mit der Geometrie der reciproken Radien in 
die im Teste dargelegte Verbindung £ 
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1 r-» 1 ,,', 1 ,;♦ 

(• - W (f - C) <■•■ ^ (f - •) (S -»)«•' ^ »■ -«)(»-«) ' ■■■■' 

+ 1-4 ((.+ <' + 5)"|_2'"]*-''' 
Zum Schlüsse können wir noch das Gesammtresultat dieses Para- 
graphen in folgendem Satze zusammenfassen, wenn wir durch den 

5 

Werth ^'C, a/') ersetzt denken, und zugleich der Einfachheit halber 

die Zwischenstufe der Potential formen W ganz überspringen: 

Wül inan das Potenttal in cycUdisch&n Coordinaten hehei-rschen , so 
setze man : 



2i, 
VI'.'. 



'i'iv-, ■>', p). 



Dann genügt ii) der Differeniialgleidiung : 

+ (,. - »){. -(.)((>- rt Tj ((. + » + «.)- ■' _2'»,1 * - II, 

unter n, v, iv die Werlhe verstanden, welche das hyprrelUptische Intfgral: 

f.= f- ^."^i 

für A --^ fi, V, Q als obere Grense annimmt. 



§ 3. TTeber die Befriedigung der Potentlalgleiohung durch 
IiEime'sche Producte. 

Jetzt fragen wir uns, und dieser bedanke ist für die weiter dai'- 
zuiegende Methode der mathematisch -physikcäiscken Reihenentwickelungen 
fundamental, ob wir eine ^d-Function, welche der partiellen Differentiui- 



*) Allerdings \ 



gl. S. 87), tlasa: 



1-2" 



iadera wir aber das Minuszeichen weglassen, multipliciren wir unaer Potential 
einfach mit einer CoDstante, wodurch das Hesultat nicht geändert wird. 
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gleichung des vorigen Paragraphen genügt, und also nach Multiplica- 
tion mit dem Factor: 



ui. 



VJ^' 



ein Potential liefert, von folgender Form finden können: 

♦fr, -,(.)- E'W ■■£"«• -£■"(<>), 

(d. li. eine ♦-Function, in welcher die drei Variablen fi, v, q getrennt 
reap. auf die drei verschiedenen Factoren vertheilt sind). Ein solches 
♦ wollen wir ein Latm'sckes Produd nennen, denn gerade diese Art 
von Fragestellung ist der Ausgangspunkt von Lame gewesen. 

Um nun diese Frage zu entscheiden, setze man das oben ge- 
schriebene Lame'sche Product in die Differentialgleichung für ip ein. 
Hieruach nimmt letztere folgende Gestalt an: 



«•W " du'' 



)'E-(p) _ 



> d^S"lv) 



W w 



-«■"(!) " 



■"(el 



4-fr-r)(„ -(,)((, -rt 



[|(^ 



+ " + « 



■I^H^»- 



Indem wir jetzt folgende Identitäten ins Auge fassen: 

ft {a — v)-^v (^ — p) + p (v~-ft}=0, 

rCe-'O + ^'f** — 9) + p'C'' — f») = {(t-f)(»' — p)(i>-fi)(p + i' + p), 
erkennen wir, dass die vorstehende Gleichung befriedigt wird, wenn 
die Functionen E' , E" , E'" so bestimmt werden, dass E'{k), E"{X) 
E"'(l) irgend welche drei Lösungen der Differentialgleichung: 






=[- 



A» + - 



'-i- AX-\-B 



sind, wo Ä und B willkürlich zu wählende Constauten bedeuten, die 
aber für die drei Functionen E', E", E'" dieselben sein müssen. Diese 
Differentialgleichung stimmt aber ohne Weiteres mit Gleichung (3) 
Seite 117 übereiu, sofern wir nur in letzterer n = 5 setzen. Wir ge- 
winnen also folgenden Satz : 

Wir können ein Lame'sches Produd bilden, indem wir die drei 
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Factorcn desselben als irgcndweldie Lamc-'sche l'uncüonen mindimtrt, die 
ParticulariÖsungm einer uml derselben lAime'scfum Gleii^mng n = 5 sind, 
welcfie die PuwJde e,, . , . e^ ofe einfache singulare FimUe hesitsi. Die 
accessorischm Parameter A, S der Lam6' sehen Gleichung sind dabei 
}ceinerlei Beschränkungen unterworfen. 

Wir haben ao Potentialfunctioiien von der Form gewonnen : 



2l ii: 



v±.. 



E-(p).ii~(v).trie), 



oder aber wenn wir die drei Functionen E', E", E'" aus zwei linear 
unabhängigen Partie ularlösungen der Lame'scheu Gleichung z 



F = y . {LE, ((,) + M'E, i(i)) ■ {L"E, (v) + M" E, (v)) ■ {TfE, (?) + Jli'"Z,(p)) . 

Ein solches Potential werden wir als ein Lame'sches Product, udei 
falls wir auf das Vorhandensein des Factors T aufmerksam machen 
wollen, als ein verallgemeinertes Lame'sches Product bezeichnen 
Dabei scheint die Cjclide Z!eiX,^ ^(>, welche in der Cyclidenschaar 

5 . 

^; ' =0 dem Parameter w er the A ^ oo entspricht, bevoizugt /.u 

sein. Nun wissen wir aber, dass jedenfalls geometrisch diese Cyclide 
keineswegs ausgezeichnet ist, sondern dass man bei gegebener Fläch en- 
schaar den Parameter A auf dreifach unendlich viele Weisen einführen 
und insbesondere irgend welche Cyclide der Schaar dem Werthe A = co 
zuordnen kann. In der Tiiat ist die Bevorzugung der Cyclide 27e,if;,- = fi 
in unserer Formel nur eine scheinbare, und es hängt dies damit zu- 
sammen, dass wir bei unserer unhomogenen Definition der Lame'schen 
Functionen den Punkt X ^ oo ausgezeichnet haben. Wir erkennen 
dies sofort, indem wir homogen machend A = A, : A^ schreiben und 
dann statt der Lame'schen Functionen Lame'sche Eiirmen einführen 
(K). In der That, machen wir die cycüdischen Coordiuaten homogen, 
indem wir schreiben: 



SD können 
schreiben : 



^^K' "^^^ ^^Q^' 
wir unsere Potentialfunction in folgender (Jestalt 
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^-[2b,) l_2.,.f I ■^■(''" c.)-p"(«,.''.)-j"'(p., p,)- 

Nun haben wir nur folgende Identität zu Hülfe zu nehmeiij deren 
Richtigkeit mit leichter Mühe einzusehen ist: 

(wo I Af( I, kv j, ' Aß I in bekannter Weise für die entsprechenden 
zweigliedrigen Determinanten gesetzt sind, z. B. \X(i\ für A^^ — K^i)- 
Hierdurch bekommen wir nämlich als Äuadmck für unsere Potentiai- 
function: 



,-?^J'U"^*'i;v^^. 



wo nun X^, k^ als Grössen, welche nur formal auftreten, irgend welche 
Werthe haben können, so dass thatsäclilieh, ohne dass an V irgend 
etwas geändert wäre, eine beliebige Cyclide ^--— ' — =0 der Schaar 
ebenso als ausgezeichnet eracheint, wie vorhin die Cyclide SeiXi' = 0. 



Kapitel 4. 

lieber die Benntzuug der Lam^'schen Product« iu den Reihen- 
eatwickelungen der Potentialtheorie. 

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, wie wir allgemein mit 
Hülfe Lame'scher Functionen Potentiale bilden können. Dieselben, 
welche wir als verallgemeinerte Lame'sche Producte bezeichnet haben, 
hatten die Form: 

T. (L'E, (a) + M-E, (rt) . (L"F,, M + M"E., («)) . (VE, ((>)+ Jf ■"«,((,)), 

in welcher T eine nach Festlegung des Co ordinalen Systems völlig be- 
stimmte Function des Ortes bedeutet, L' , M', . . . M'" willkürliche 
Constanten sind, und die Lame'sehen Functionen E implicite von zwei 
weiteren noch unbestimmten Constanten abhängen, welche in der zu- 
gehörigen Lame'sehen Gleichung als accessorische Parameter auftreten. 
Natürlich vereinigen sich die L' , M', . . . bei der Multiplication zu 
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nur vier Constauten. Nun werden wir aber weiterhin zwischen sulchen 
Producten nicht unterscheiden, die nur um einen eonstanten Factor 
differiren. Wir können daher sagen (iniJem wir die beiden acceeso- 
rischen Parameter mitzählen) ; 

Im vorigm Kapitel haben teir gelernt^ für jedes allgemeine System 
cyclidiscker Goordinaten oo^ Potentiale in der Form verallgemeinerter 
Lame' scher JProdticte zu bilden. 

Nun entsprechen diese Potentiale an sich keinen besonders ein- 
fachen oder wichtigen physikalischen Fragestellungen, Wir können 
aber aus ihnen allgemeinere Potentiale durch Addition zusammen- 
setzen, und diese sind es, durch deren Betradiiung die in der Ein- 
leitung hesprocltene Mandtvert/iaufgabe zw Lösung gebracht werdeii kann. 
Wir führen dies gleich genauer aus. 

Die Bedeutung der Lame'schen Functionen für die Fotentialtheorie hegt 
darin, dass man aus den oben erwähnten co'"' Potentialen od^ {uelche eim 
discrete Eeihenfolge bilden) derart a,uswählen kann, dass die Doppelstimnte, 
welche man aus diesen oo^ Froducten nach Zufügung je eincb geeigneten 
Coeffiäenten zu den einselneti Froducten mtsammensetsen kann, tmi,ere 
Bcmdtverthaufgabe für einen durcJiam rechtwinkligen KÖrpet lost, welcher 
von irgend welchen sechs Flächen des Coordinatensystems hegrenzt v>t 

Deo hiermit bezeichneten Gedanken ins Einzelne durchzutuliren, 
ist der Zweck dieses Kapitels. 



§ 1. TJeber eine schematieche Bezeichnung des allgemeinen 

CyoUdensechsflaohe und über die zu diesem Sechsflach gehörigen 

Lame 'sehen Froducte. 

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit Körpern beschäftigen, die 
von sechs aligemeinen confocalen Cycliden durchaus rechtwinklig*) 
begrenzt sind, und die wir der Kürze halher als allgemeine CycUden- 
seehsfiaclie bezeichnen werden. Die Begrenzungsflächen eines solchen 
Körpers mögen durch Stücke folgender Cyclidenflächen gebildet werden : 



Hierdurch sind nun zwar die Begrenzung sÜä eben des Körpers 
feslgelegt, aber der Körper selbst ist noch nicht vollständig definirt, 

*) Darcb den Ausdruck durchaus recktmnklig deuten wir an, dass der Winkel 
TOD einer Seitenfläche zur anderen dnroh das Innere des Körpers gemesaea 30" 
(nicht 270") betragen soll. So wird i. ß. der ganze Raum durch die sechs Flächen 
eines Würfels in zwei Tbeile getheilt; der eine, endliche, ist durchaus reeht- 
winkliy, der andere, unendliche, aber nicht. 
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vielmehr müssen ■wir noch wissen, wie sich derselbe zwiscben diesen 
Seitenflächen erstreckt. Dieses wollen wir nun mit Hülfe geeigneter 
Schemata anschaulich zu machen versuchen. 

Denken wir uns zunächst unseren Körper in der Gestalt eines 
nur wenig verzerrten rechtwinkligen Paralleiepepidons , welches keine 
der Symmetriekugeln des Cyclidenaystems durchsetzt oder auch nur 
erreicht. Einen solchen einfachen Körper können wir offenbar in den 
zwei allgemeinen Fällen I'a) und I"a), 



mit welchen wir uns aliein in diesem 



-■f-- 



Äbsclinitte beschäftigen, durch die neben- 
stehenden Schemata cii ar akter is Iren. Die- 
selben sind so zu verstehen, dass wir 
zunächst den Endpunkten m,, n^, r, einen 
bestimmten der 16 bezw. 8 reellen Raum- 
punkte zuordnen, die überhaupt dem genannten Punktetripel ents 
und nun verabreden, dass wir von hier aus durch Continuität weiter 
gehen wollen. In der That ist ersichtlich, dass einem Punkttripel, 
dessen einzelne Punkte in den Segmenten m^nk^, "i«2i '"i^'a hegen, 
auf diese Weise ein einziger Raumpunkt entsprechen wird, von dem 
dann angenommen werden soll, dass er innerhalb des betreffenden 
Körpers liegt. 

Jetzt wollen wir unseren Körper eine etwas complicirtere Gfestalt 
annehmen lassen. Denken wir uns, dass der anfönglich nahezu würfei- 
förmige Körper sich in einer Richtung verlängert, indem etwü der 
Punkt m, des Schemas sieh dem Punkte e^ nähert (während die an- 
deren fünf Punkte nig, %, »%, r^, r^, und folglich auch die ent- 
sprechenden Seitenflächen des Körpers, zunächst noch fest bleiben). 
Ist schliesslich der Punkt m^ bis zum Punkte e^ gekommen, so wird 
eich unser Körper gerade bis zur entsprechenden eintheiligen Symme- 
triekugel erstrecken. Wollen wir nun aber den Körper in gleicher 
Richtung noch weiter wachsen lassen (so dass er also die Symmetrie- 
kugel durchdringt), so wird der Punkt m^ offenbar auf seinem Wege 
umkehren müssen und das Segment m,»»g unseres Schemas wird dann, 
indem es sich im Punkte e^ umbiegt, das Intervall e_^e^ zum Theil 
mehrfach überdecken. Nichts hindert den Verlängerungsprocess be- 
liebig weiter gehen zu lassen, wobei sich das Segment m^m^ beliebig 
oft um das Intervall e^e^ herumwickeln wird. Hierdurch wird aller- 
dings unser Körper vorkommenden Falls gewisse Theile des Raumes 
mehrfach erfüllen*), aber dies ist eine Möglichkeit, welche wir nicht 
*) Wenn man in der Ebene mit einem Fläulienstack zu thun hat, welchea 
gewisse Theüe der Ebene mehrfach überdeckt, so pflegt man dasselbe nicht in 
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auszuscliliessen brauchen, äa, sie in unsere Betrachtuug keine wirkliche 
Complication einführen wird. 

Das hiermit geschilderte Verfahren, welches wir nur erst bei der 
einen Seitenfläche unseres Körpers in Anwendung brachten, können 
wir nun ersichtlich gleichzeitig in Bezug auf die anderen Seitenflächen 
des Körpers wiederholen und kommen so auf den Satz: 

Das (Mgemeine Oyclidemseclistlach wird durch ein Schema charaktcri- 
sirt, welches atis drei Segmenten in^m^j »i^gt '"■'"ä ^festehtj die bemv. in 
d&ii Intervallen fi, v, q der reellen X-Axe liegen, aber diese Intervalle, 
oder Th&le derselben, belieb^ oß überdecken Jcönnen. 

Die verschiedenen Gestalten, welche das allgemeine Cyclidensechs- 
flach annehmen kann, wollen wir hier der Kürze halber nicht näher 
besprechen, verweisen vielmehr auf III, 3, § 1, wo diese verschiedenen 
Gestalten leicht vorstellbar werden, trotzdem es sich dort eigentlich 
nur um ausgeartete Fälle handelt. Selbstverständlich können diese 
Cyclidensechsflache ebensogut durch den unendlich weiten Raumpunkt 
hindurchgehen wie durch irgend einen anderen Punkt, Das macht, ver- 
möge der Auffassungs weise der Geometrie der reeiproken Radien, über- 
haupt keinen unterschied. Ebenso dürfen die Segmente der X-Axe 
sich beliebig durch den Punkt A = oo hindurchziehen. Nur der Ein- 
fachheit unserer Darstellung halber werden wir hier, wie in Kapitel 2 
dieses Abschnittes, voraussetzen, dass dies nicht der Fall ist. 

Aus Gründen, welche wir im nächsten Paragraphen näher er- 
läutern werden, wollen wir jetzt ein Lame'sches Product, welches auf 
fünf Seitenflächen eines Cyclidensechsflachs verschwindet, als zu dem 
Sechsflach gehörend bezeichnen. Wir sehen sofort, dass die Lame'schen 
Functionen (bezw. Formen), aus welchen sich diese „zugehörigen" Lame- 
sehen Producte zusammensetzen, geradezu durch das Oscillationstheorem 
von Kapitel 2 dieses Abschnittes zu bestimmen sind. Fassen wir z. B. 
ein Lame'sches Product ins Auge, welches auf den Seitenflächen m^, 
m.2, M], n^, i\ verschwinden soll. Die drei Factoren dieses Productes 
wollen wir mit -E'(;t), E"(v), -E"'(p) bezeichnen. Da ist zunächst 
jedenfalls Folgendes klar; Was auch die Werthe der aceessorischen 
Parameter sein mögen, welche in der zu diesen Lame'schen Functionen 

die schlichte Ebene, sondern in eine Eiemann'Bche Flache gelegt zu (lenken, wo 
dann die einander vorher durchdringenden Theile dea Flüchenatückea in verschie- 
denen Blätter» liegen. Aehnliches kann man sich auch, hier voratellea, indem 
man sich „ttiemann'sche Bäume" construirt. Das Studium von Potentialen, 
welcte in gegebenen Riemann'schen Räumen eindeutig sind, Lüdet eine nahe- 
liegende Erweiterung des Stadiums der Potentiale, welche im schlichten B^ume 
eindeutig sind. 
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gehörigen Differential gl eicliung auftreten, so können wir die Particular- 
löaungen E', E", E'" sicher so auswählen, daas sie bezw. in den 
Punkten m^, «,, r^ der i-Axe verschwinden. Dann aber können wir 
mittelst des Oscillationstheorems die accessorischen Parameter so be- 
stimmen, daas die Zweige E' bezw. E" in den Segmenten iMiMig bezw. 
%Wjj genau m bezw. n Halboscülationen ausführen; wir werden dies 
fortan dadurch andeuten, dass wir anstatt wie früher (S. 131) E{X] a, b) 
zu schreiben, die OsciUationazahlen m, n direct in der Bezeichnung ein- 
führen und schreiben £n,,n(^)- Unser Lame'sches Produc^lautet also: 

K,.cc)-s'. .«■«,:.((.), 

und wir sehen sofort, dass dieses Product wirklich auf den fünf Seiten- 
flächen »w^, m^, «1, «3, ^j des Körpers verschwindet. Indem wir nun 
hier den Oscillationszahlen m, n der Reihe nach alle ganzzahligen 
positiven Werthe beilegen, bekommen wir die sämmtlichen Lame'sehen 
Producte, welche auf den föuf genannten Seitenflächen verschwinden. 
Offenbar hätten wir nur die Patticularlösung E'" in anderer Weise 
auszusuchen brauchen (nämlich so, dass sie im Punkte r^ anstatt im 
Punkte ^1 verschwindet), um alle Lame'sehen Producte zu haben, die 
auf den fünf Seitenflächen »ij, m^, n^, n^, r.^ verschwinden. Hätten 
wir andererseits das Oscillationstheorem auf die Segmente «iiMig und 
r^j-g bezw. «1% und r^r^ in Anwendung gebracht, so würden wir bei 
geschickter Auswahl der ParticuIarlÖsungen aämnitliche Lame'sche 
Producte erhalten haben, welche auf fUnf anderen Seitenflächen unseres 
Körpers verschwinden. Damit haben wir aber die Gesammtheit der 
zum Körper gehörigen Producte wirklich gebildet*). 

Durch diese Producte werden wir jetzt im nächsten Paragraphen 
unsere Rand werthauf gäbe lösen. 

*) Indem wir bedenken, dass es kein nictt ideutiscli verschwindendes Poten- 
tial geben kann, welches auf allen seohs Soitenfläoteo eines Cjclidensechsflaehs 
verschwindet (sogar wenn Theile des Eaumes durch das Cjcliden sechs flach mehrfach 
erfallt sind), werden wir auf folgendes Theorem gefiüirt, welches ein specieller 
Fall eines allgemeineren Satzes ist, welcliesKleinals„Er^nzungstheorem" bezeichnet: 

binrf die aecessortitihen Parameter einer Lame'sehen Gleichung n = b durch 
Anuendimg des Oscüliätonathem ema auf solche Segmente, vxlehe in zwei benachbarten 
iKtervallen hegen bestimmt so hann dieselbe keine Partimlarlösung besitzen, welche 
m einem der zwei benachbarten Intervalle mehr wie einmal v^ackwindü, so oft man 
dieselbe auch über das Intervall hin und her verfolgen mag. 

Oder noch allgemeiner 

JEjJie Lame'sche (rletthung « = 5 hann niemals drei FarticutatKimngen be- 
Mtzen vielchf. besu m drei nebeneiwmderlicgenden Intervallen osdlliren. 

Dieses Theorem könnte man natürlich gerade so ableiten wie das Oscillations- 
theorem selber wenn die Curve C^ (vergl, S. 126) nicht vorhanden wäre. 
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§ 2. Lösung der auf allgemeine Cyclidenseohsflaclie bezüglichen 
Eandwerthanfgabe, 

Das allgemeine Problem der Kandwerthautgabe für unser Cyclideu- 
aeclisöach, zu dessen Betrachtung wir uns jetzt wenden, können wir 
von vornherein, wie dies bei derartigen Aufgaben üblich ist, in 
sechs einfachere Eandwerthauf gaben spalten, indem wir jeweils das 
Potential auf nnr einer der sechs Begrenzungsflächen beliebig ge- 
geben denken, auf den anderen fünf aber als Werth des Potentials 
gleichförmig Null vorschreiben. Die Summe Aer sechs so definirteii 
Potentiale wird offenbar dasjenige gesuchte Potential sein, welches auf 
allen sechs Seitenflächen des Körpers beliebig vorgeschriebene Werthe 

Wir wollen uns also auf eins dieser Einzelprobleme bsehränken, 
etwa, um die Ideen zu fisiren, auf dasjenige, bei welchem das Poten- 
tial auf der Begrenzungsflädie p ^ r^ die willkürlich vorzugebenden 
Werthe F(^; v) anzunehmen hat,- auf den anderen fünf Flächen aber 
verschwinden soll. 

Nun haben wir aber schon zu Anfang dieses Kapitels gesagt, tJass 
wir das gesuchte Potential in der Form einer Doppelsumme bilden 
wollen, deren Glieder den gemeinschaftlichen Factor besitzen: 

Wir können daher von vornherein diesen Factor abtrennen und uns 
nach einer Function 4'*) fragen, welche auf dir Seitenfläche q = r^ die 
heliä}i() vorsitschreibendeti Werthe i 

annmimt, auf den anderen fünf Begrefnsmigsfläcb/m verschwindet, und 
mnerlialh des Korpers eindeutig tind nebst iliren ersten DiffermÜal- 
quotm/ten stetig verläuft. 

Wir haben die Produete: 

£.•.,.{(.) ■-!C,.(v).k;,:„(p) 

*j D. h, eine Function, welche der partiellen Diffureutialgleichung von 
Seite 146 genügt. Dieser Gleichung brancht natürlich nur inneihalh des Körpers 
yenügt m werden. 
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im vorigen Paragraphen bereits so eingeführt dass sie die ee^sammten 
Bedingungen sämmtücli erfi Iten bis aut die luf Ut, Seitenfldclie Q^i^ 
bezügliche, und dassulbe gilt also auch von jeder linearen Verbindung 
beliebig vieler solcher Producte, jedenfalls 10 lang? dieselbe nur aus 
einer endlichen Anzahl von Gliedern be&teht 

Nun werden wir hier so verfahren, wie es m thnliehen Pillen 
seit lange üblich ist, dass wir nimlich \Ln der endlichen Summe zu 
einer unendlichen Reihe übersehen welche zunächst unbestimmtt 
Coefficienten besitzt, und dann vei suchen diese Coefficientea so zu be 
stimmen, dass auch die Grenzbedingung auf der sechsten Seitenfläche 
befriedigt wird. Wir sagen l m die Loamg dm leremfacldeit Band 
wertkmifgabe m beicommen, brauchen uir tiur in der Rethenenimckehrnq 

die Coefficienten A,„^^ so su bestimmen, dass folgende Formel gilt: 

«c, -) -2'^-^- ■ ■ -^-" ■('■'' ■ ^- ■'« ■ ^•". ■«• 

Wir setzen jetzt: 

und haben dann als unsere nächste Aufgabe die Berechnung der Coeffi- 
cienten der Reihenentwicbelung : 

Hierbei verfahren wir auch wieder in herkömmlicher Weise, ohne die 
Zulässigkeit des Verfahrens weiter in Untersuchung zu ziehen. Wir 
mnltipliciren nämlich die obenstehende Reihe mit dem Ausdrucke: 

(fi — v) ■ E'n^ „(f^) ■ EJ, „(i-) -du-äv 

(wo M und V die schon öfters benutzten hy per elliptischen Integrale 
bezeichnen sollen), und integriren jedes einzelne Glied der so ent- 
stehenden Gleichung über diejenigen Segmente der u- und u-Axe, 
welche den Segmenten »»,1»^ und n^n^ der Intervalle jt und v der 
^-Äxe entsprechen. Hierbei entstehen rechter Hand unendlich viele 
Glieder von der Form: 

//(f ~ -)K, .W • -B», .{') ■ K., i{fl ■ E,s. i(v) du-dv, 
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und nun beliaiipten wir, dasn alle diese Glieder wegfallen mit AhshoIiiiic 
des einen, für welches m = m und n = n. Um dies zu beweisen, 
sehreiben wir die Differentialgleichungen der verschiedenen hier in Be- 
tracht kommenden Lame'schen Functionen in folgender Gestalt hin: 

<i'K,M r /■» , , ,1 ,.. , ^ 

^^^=[-0^ +"..+*]■ *;,-«, 

-^.— - \~ «- + ■"' + *]■ -Ei, . w. 

Indem wir nun die erste dieser Gleichungen mit £'„',, „(fi)i die 
zweite mit E^^^iß) multipliciren und von einander subtrahiren, be- 
kommen wir: 

£^.^C")- -,?„V --i.,,.(f^)■— -^^" 

= [(« - ä)!i + (b~- h)]X., ,.(fi) - E,.. .(.^). 

Es ist aber der hier linker Hand stehende Ausdruck einfach gleich: 

d f„. , , ■"■';, „w „. , , «-s'i., „wi 

,!..[&-«■ iu — -E.,.{(.)- .,„ J- 
Wenn wir also die Gleichung mit du multipliciren und über das Seg- 
ment »i,w)a integriren, verschwindet die linke Seite der Gleichung, 
insofern doch ^„.„{ji) und E^,i:(ii) selber in den beiden Integrations- 
grenzen verschvrinden. Wir bekommen also die Gleichung: 
[_ei - a)J'ftE;„, M ■ Ek, sW ■-^« -^ip- i)jE:, ,.(a) - K, ii{(i) ■ du^O. 
Aus den dritten und vierten der obenstehenden Lame'schen Glei- 
chungen bekommen wir auf ähnliche Weise die Gleichung; 

(« - u)JvR:,.(v) ■ JC I W • dv + (i -6)/JC, ,(v) ■ E£, . 1» ■ rfo - . 

Wir sehen hieraus, dass mit Ausnahme des Falles a = a, h^h 
Cd. h. m^w, n = u) folgende Determinante nothwendig verschwindet: 
frK., .((•) ■ Ei, ,(rt ■ da -Je:,, .(«) ■ E,;;, . (») • dv 

-Je:., .(rt ■ Ei, ,(rt ■ «i« • JVk;, .(•■) ■ K;, a») ■ dv. 

Dies aber ist anders geschrieben: 

/J(,„ _ ,) E.;^ .(p) . E~, .(•>) ■ E,:„ 5 W --Ei, ä(f) -li» -(io = 0, w. z. b. w. 
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Wie behauptet bleibt alao in der Gleichung, welche wir durch 
Multiplieatiou und Integration aus der Entwickelung von /(jt, v) ge- 
bildet haben, rechter Hand nur das eine Glied stehen, für welches 
m = 'in und k =• n. Wir bekommen von hier aus ah Werth von £„,, „: 

B = i /'f^ - ") f^' ^) ■ K, M ■ K, M ■ f^-J^ , 

daraas dauD für ijr die Reihe: 
■^«Cl Cfdi — vifdi. v)E' Jti)-E" „(v)dudv 

-T'V-E;';„(''.)j7(/'-^)[-E,;,».s„;„M]'d«dP "'"^'^^ '"'"^ ^ '"■"'■'^■'' 

wo die Integrale über diejenigen Werthe von m und v zu erstrecken 
sind, welche auf der Seitenfläche q = r^ unseres Körpers liegen. 

Dieses ip mit dem Factor T multiplicirt ist das Potential, welches 
eines unserer sechs Einzel probleme löst. Auf ganz entsprechende 
Weise werden die Lösungen der anderen fünf Einzelprobleme zu 
bilden sein, und die Summe der sechs so gefundenen Potentiale liefert 
die Losung der allgemeinen Randwerthaufgabe. 



§ 3. Kritik des soeben gefundenen Resultats. 

Wir haben bis jetzt nur gezeigt, dass die hierdurch gefundene 
Lösung unseres Problems formal richtig ist. Es wäre noch nothig, 
um ihre reale Richtigkeit nachzuweisen, den Convergenzbeweis der 
Reih enent Wickelungen für f und ^ zu erbringen*), und ferner zu 
zeigen, dass die erste Reihe wirklich gegen den Grenzwerth f cou- 
vergirt, und dasa die zweite bei Annäherung an die Grenze des 
Körpers stetig in die erste übergeht. Schliesslich wäre noch zu be- 
weisen, dass letztere Reihe auch zweimal ghedweise differentiirt werden 
darf oder doch jedenfalls der von ihren einzelnen Gliedern befriedigten 
partiellen Differentialgleichung genügt. Dass wir diese Beweise nicht 
bringen, ist eine erste grosse Lücke unserer Darstellung, welche 
hoffentlich durch spätere Untersuchungen noch ausgefüllt wird. 

Es ist hier am Platze, einige allgemeine Bemerkungen über Con- 
vergenzbeweise einzusehalten (K). Es handelt sich um den Unterschied 
zwischen Oonvergenz iiu Sinne der reinen und im Sinne der ange- 
wandten Mathematik. Was man unter Oonvergenz im Sinne der 

*) Die Converyenz der Eeihe für / ist indeesen nicht unbedingt nothwendig. 
Vergl. die niaseitatioti von Sommerfeld, Königsberg 1891: „Die willkürlicbea 
Functionen in der matbematfechen Pliysik". 
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reinen Mathematik oder sclilechtweg unter Coiivergenz zu versteiiyii 
hat, ist genügend bekannt und braucht hier nicht weiter eriüutert zu 
werden*). Es wird aber meistens nicht betont, dass diese Oonver- 
genz weder nothwendig noch hinreichend ist, damit eine Reihe fiir 
die angewandte Mathematik brauchbar sei. Unter den brauchbarsten 
Reihen stehen beispielsweise vieJe der halbeonvergenten Reihen, welche 
bekunntlich divergiren. Andererseits wird eine Reihe nicht für die An- 
wendungen brauchbar dadurch, dass ihre Convergenz nachgewiesen ist, 
denn man kann nur eine kleine Anzahl von Gliedern berechnen, und 
eine convergente Reihe, die erat mit einer grossen Zahl von Gliedern 
eine hinreichende Annäherang gibt, ist also praktisch werthlos. Um 
die Convergenz im Sinne der reinen Mathematik nachzuweisen, haben 
wir bekanntlich zu zeigen, dass der Fehler, der begangen wird, indem 
wir mit einer endlichen Anzahl von Gliedern abbrechen, beliebig klein 
gemacht werden kann, indem wir diese Anzahl von Gliedern hin- 
reichend gross nehmen. Um aber die Convergenz im Sinne der an- 
gewandten Mathematik nachzuweisen, haben wir zu zeigen, dass, indem 
wir die Summe einer kleineu Zahl n von Gliedern der Reihe nehmen, 
der Fehler unter eine gewisse B eo b ach tungs schwelle gebracht werden 
kann; und diese Anzahl n muss auch angegeben werden. 

Aber auch wenn es streng bewiesen Wdie. dass die oben ge- 
fundene Reihenentwickelung die gewünschte Lösung unseres Problems 
liefert, würden wir noch keineswegs im btande sein, unsere Lösung 
zur numerischen Berechnung zu benutzen, was doch der Zielpunkt 
aller Untersuchungen der mathematischen Physik sein sollte. Wir 
wollen hier noch einige Punkte zur Sprache bringen, bezüglich deren 
unsere Theorie eine weitere Entwickelung bedarf. 

a) Wir kenneu keine gute analytische Darstellung einer Lame'schen 
Function. Allerdings können wir die Zweige einer solchen Function 
und insbesondere die Hauptuweige (wie wir alle Zweige nennen wollen, 
welche in dem einen oder dem anderen singulären Punkte zu einem 
der zwei dort vorhandenen Exponenten 0, — gehören) in Potenzreihen 
entwickeln; aber diese Darstellung ist für die Rechnung im Allge- 
meinen kaum zweckmässig, denn solche Reihen haben zunächst nur 
einen beschränkten Convergenzbereich , und auch innerhalb desselben 
ist es nicht gesagt, dass sie schnell genug convergiren, um überhaupt 
zur Berechnung benutzt werden zu können. Ausserdem haben sie den 

*) Ala claasiacher Beweis im Sinne der reinen Mathematik niüge hier 
Dirichlet's Convevgenzbeweis der Fourier'aclien Reihe, Grelle B^. 4, 1829, angeführt 
werden. 
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Nachtheil, dass ihre Cüeffieienten kein übersichtliches Gesetz verfolgen. 
Dies wäre denn ein erstes Desideratum : Übersichtliche und hrauckbare 
Darstellungen gewisser Futidamentalsweige einer beliebigen Lame'schea 
Function su besitzen. 

b) Es sind aber nicht diese Pundamentalzweige selbst, welche 
wir für unser Problem gebrauchen, sondern andere Zweige, welche in 
gewissen, im Allgemeinen nicht singulären Puntten verschwinden, und 
welche wir natürlich auch als Potenzreihen darstellen können. Letztere 
Reihen werden aber in noch höherem Grade wie die Eeihenent Wicke- 
lungen der Hauptzweige die soeben erwähnten Nachtheile haben. Wir 
könnten aber diese Zweige mit Leichtigkeit aus zwei Fundamental- 
zweigen additiv zusammensetzen, wenn wir brauchbare analytische 
Darstellungen oder gar Tabellen dieser letzteren Zweige hätten. Hierzu 
brauchten wir nämlich nur einfach diejenigen Werthe der Fundaniental- 
zweige zu berechnen, die für den Punkt gelten, in welchem der neue 
Zweig versehwinden soll. 

c) Dann haben wir noch die Aufgabe, die accessorischen Para- 
meter a und b der Lame'schen G-leichung durch die gegebenen Oscilla- 
tions eigen Schäften wirklich numerisch zu bestimmen. Wir haben schon 
Seite 132 gesehen, dass dies darauf hinauskommt, die Wurzelpaare 
zweier simultaner transcendenter Gleichungen in zwei Unbekannten zu 
berechnen und eines der Wurzelpaare herauszusuchen; und es wäre 
natürlich sehr wünschenswerth Methoden zu besitzen, diese Wurzeln 
erst von einander zu separiren und dann bequem zu berechnen *). 

d) Es wäre auch sehr wünschenswerth und vermuthlicb zur Er- 
bringung der oben genannten Convergenzbeweise erforderlich: die m 
Jmw. n Wurgeln der Gleichungen E^^^({i) = hezw. Em,a{v) = 0, 
welche in dm Segmmten m^m^ besw. n^n^ liegen, "bequem berechnen oder 
docfi separiren su können. 

e) Schliesslich wären Untersuchungen über die Doppelintegrale 
anzustellen, welche in den Coefßeienten der ßeihenent Wickelungen von 
f und jp vorkommen, insbesondere Methoden zu suchen, wie man die- 
selben bequem numerisch auswerthen kann. 

*J Diese Rechnung wäre aber vielleicht m gewissen Fallen, nampntliüh wenn 
die zwei Segmente, m denen die OauUation vorgeschrieben ist, ihre bez Intervalle 
genau einmal überdecken , dadurch zn vermeiden , dass wir analytische Dar- 
stellungen der Lame sehen Punetionen suchen, worin ;icht die aceessonaclien 
Parameter a und b vorkommen, deren Werth nachträglich bereihnet werden 
miiss, sondern die Oscillationszahlen m und n selbst Eine solche Darstellung 
wäre denjenigen Dar^tel langen elliptischer Functionen ähnlich, worin nicht der 
Modul / , sondprn die Penoden vorkommen 
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Hiermit brechen wir die EntwickeluDgen dieses Äbacliuittes ab, 
Wir fügen aber jiocli einen Paragraphen hinzu, auf dessen Resultate, 
obwohl dieselben zunächst nur negativ sind, wir uns im Folgenden 
beziehen werden. 



§ 4. Ueber eine verallgemeinerte Bandwerthaufgabe der 
Fotentjaltheorie. 

Fassen wir zunächst folgendes Problem ins Auge, welches wir 
als verallgemeinerte ßaud wer th aufgäbe bezeichnen wollen: 

^s wird verlangt, eine Function V des Ortes zu finden, welche inner- 
halb eines gewissen Körpers der Potentialffleichung genügt, eindeutig ist 
und nebst ihrem ersten Differentialquotienten stetig verläuft: und auf der 
Begrensung desselben der Bedingung gmügt: 

V+cll-F, 

WO F und c vorgeschriebene Functionen des Ortes auf der Begrenmngs- 
fläche und n die Richttmg der nadi aussen gerichteten Normalen bedeuten. 

Man bemerke, dass wir es einfach mit der schon behandelten 
einfachen Kandwerthaufgabe zu thun haben, wenn c überall den Werth 
Null hat. Dagegen weon c überall unendlich ist, bekommen wir die 
ebenfalls sehr einfache tTrenzbedingung, dass auf der Oberfläche des 
Körpers der Werth von .— beliebig vorgeschrieben wird, üoberhaupt 
hat der Fall, dass c eine Consfante bedeutet, das vorwiegende physi- 
kalische Interesse. 

Für das allgemeine Cyclidensechsflach ist das so formulirte Problem, 
sogar im Falle c = ao, durch unsere Methode nicht zu lösen. Trotz- 
dem wird es aber von Interesse sein, die Sache näher zu betrachten. 

Wir zerlegen unser Problem, gerade wie im Falle wo i^ = 0, in 
sechs Einzelprobleme, indem wir jedesmal die Grenzbedingung in ihrer 
ganzen Allgemeinheit auf nur einer der Seitenflächen, auf den anderen 
fünf aber die Grenzbedingung: 

vorschreiben. Das gesuchte Potential ist natürlich die Summe der 
sechs so defiiiirten Potentiale. 

Nun müsste unser nächster Schritt sein diejenigen Lame'schen 
Producte auszuwählen, welche Potentiale liefern, die auf fünf Seiten- 
flächen der Bedingung genügen: 
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Hier tritt nun gleich die Hemmung ein. Da man nämlich, um ein 
Potential aus einem Lame'schen Producte zu erhalten, letzteres mit 
einem Factor T multipliciren muss, welcher von allen drei krumm- 
linigen Ooordinaten ahhängt, so wird auch dieser Factor beim Differen- 
tiiren in Bezug auf n in Betracht gezogen werden müssen. Wir sehen 
also, dass unser früherer Ansatz hier nicht mehr möglich ist. 

Fassen wir dagegen das ganz ähnliche Problem ins Äuge (welches 
freilich keine physikalische Bedeutung hat): "Eine ■^-Function zu be- 
stimmen, welcfte auf der Seitenfläche r^ der Grenebedingung genügt: 



(wo f eine heliehig vorgeschriebene Fundion des Ortes auf dieser Seiten- 
mf den anderen fünf Seitenflächen aber der Grenz- 



Üm dieses Problem zu lösen, nehmen wir zunächst ^ in der Form 
eines Lame'schen Productes an: E'([i) ■ E"(v') ■ E"'(fi). Nun sehen 
wir leicht, indem wir aus dem Ausdrucke för ds (Seite 89) den Aus- 
druck für dn zunächst auf den Seitenflächen m^ und m^ berechnen, 
dass der soeben geschriebenen Bedingung entsprechend die Gleichung: 

V— <p- — v){(i. — e) du 
befriedigt werden muss, wenn fi = m^ und wenn (i^ m^ sind, und 
zwar unabhängig von den Werthen von v und q. Hierzu ist offenbar 
erforderlich, dass c eine solche Function des Ortes sein muss, dass der 
Ausdruck: 



]/— in - 1) (fi — e) 
auf der Fläche (i = m^, sowie auch auf der Fläche ^ = m^ einen 
Constanten Werth hat; diese zwei Constanten brauchen aber nicht 
dieselben zu sein, sondern mögen mit C, und Cj bezeichnet werden. 

Aus denselben Gründen muss, wenn r = «^ und v = n^, der 
Ausdruck : 

cT^_ 

coastante Werthe Cj und Gehaben. Und schliesslich, wenn $ = r^, muss 

cT^_ 

V— (e — c) (e — ") 
einen constanten Werth Cg haben. 
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Hiernueh darf c uieht eine beliebige Fuiiciioii des Ortes sein, 
sondern muss auf diesen fünf Seitenflächen in ganz bestimmter Weise 
ausgewählt werden. Wenn aber c auf diese Weise bestimmt ist, so 
sehen wir sofort, dass wir an das verallgemeinerte seil lationstlieo rem 
(Seite 132) Änscliluss haben. In der That können wir, was auch die 
accessori sehen Parameter der Lame'schen Grleiehung sein mögen, stets 
drei Particularlösungen E', E", E"' finden, für weiche in den Punkten 
j«i, «1, »"i der Quotient -j^ die Werthe — Cj, — C^, — C- liat. 

Dann können wir ferner mittelst des verallgemeinerten Oscillations- 
theorems die accessorischen Parameter so bestimmen, dass für die 
Lösungen E' und JE", nachdem sie selber in den Segmenten m^m^ 
bezw. n^n^ ni- bezw. «-mal den Werth Null angenommen haben, der 
Quotient „ den Werth — C^ bezw. — C^ haben soll. Diese Lame- 

sehen Functionen wollen wir mit E^_,^(fi), Ei,',^^(v), E,',',[„(q) be- 
zeichnen. 

Schreiben wir jetzt für ^ folgende Doppelreihe: 

* - Jr'2^'" ■-'■''- -w ■ «". .(-) ■ '5-.' -(ri, 

so wird dieselbe die gesuchte i/i-Function sein, wenn wir die Ooeffi- 
cienten jI^, n in der Weise bestimmen können, dass: 



1 jetzt; 






und haben die Coefficienten folgender Reihenentwickelung zu be- 
stimmen : 

rtft «) -2-2^ *- "W ■ «■- .(«)■ 

Diese Coefficienten bestimmen wir aber auf genau dieselbe Weise und 
mit demselben Resultate, wie wir es in dem einfachen Falle auf 
Seiten 155—157 gethan haben, obwohl jetzt die E,'„^ « und E^^ „ eine 
audere Bedeutung haben wie dort. 



Hosted by Google 



Ueber eine verallgemeinerte Rand werth aufgäbe der Potential theo rie. 163 

Zusammeufassend haben wir hiermit in diesem Paragraphen Fol- 
gendes gefunden: 

Die verallgemeinerte Handwerthaufgdbe der Potentmltheorie, wo die 



lässt sich für das dllgemeine Gfclidensechsftack durch unsere Methoden 
nur in dem schon hekandelien Falle, wo c überall NuU ist, lösen. Da- 
gegen lässt sich die entdeckende Bandwerthaufgahe für die t-Fimction 
durch imsere Methoden lösen, sofern c auf gang specielle Weise auf jeder 
der Seitenflächen des Körpers variirt. Specielle Falk hiervon sind die 
folgenden: c ist überall Null oder üherall unendlich (d. h. die Werthe von 
i> oder von j- sind auf der Begrertmng des Körpers heliehig vorge- 
schrieben); sonst aber darf c nicht constant sein. 

SelbstverstäiidJicb kann man auch die Fälle behandeln, wo auf 
einigen der Seitenflächen die Werthe 7on ij>, auf anderen die Werthe 
von ;— vorgeschrieben werden, etc. 
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Dritter Absclinitt. 

Ueber die RanÄwerthanfgalie der Poteiitialtheorie für ausgeartete 
Cyclidensechsflache. 



Ehe wir tinsere physikalischen Probleme in Angriff nehmen, 
wollen wir, gerade wie im vorigen Abschnitt, ein rein mathematisches 
Kapitel vorausschicken, worin wir solche Resultate ableiten, welche 
wir für spater nöthig haben. 



Kapitel 1. 

Ueliep die Specialfälle der Lame'selien Gleichnitg nnd des zagehörigeii 
Oscillationstheorems. 

§ 1. Ueber die mehrfachen singolären Funkte Lame'scher 
Gleichungen. 

Wir haben die Lame'sche Gleichung früher als eine homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coeffi- 
cienten definirt, deren n ainguläre Punkte jeder die Exponenten 0, - 
hat. Nun fragen wir uns: 

Was wird aus der Lanie'scfmi Gleichung, wenn ztvei oder mehrere 
singulare Funkte misammenfalhn? 

Fassen wir zunächst die Grleichungaform (1) ifon Seite 117 ins 
Auge und lassen wir, um die Ideen zu fixiren, e^ mit e^ zusammen- 
fallen, während die anderen e,- alle von einander getrennt bleiben. In 
diesem doppelten singulären Punkte, wie wir e, jetzt nennen wollen, 
verhält sich die Differentialgleichung, wie sofort zu sehen ist, regulär. 
Ferner berechnen wir leicht, dass die Exponenten des Punktes Cj ein- 
ander entgegengesetzt gleich sind und zwar die Werte haben: 



.f 



•m- 
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Deber die mehrfachen eingulären Punkte Lainß'acher Gleichungen. 165 

ein Ausdruck, den wir auch für die homogene Gleichimgsform (S. 120) 
bilden können, indem wir ihn zunächst für die Gleichung (2) S. 117 
berechnen. Auf diese Weise finden wir für die zwei Exponenten: 



^ V n{H ~ l)r{e,) Sin-1) 

Wenn die Differenz dieser Exponenten ganzzahlig ist, werden in 
der Nähe unseres zweifachen singulären Punktes im Allgemeinen nattir- 
lieh logarith mische Irrationalitäten auftreten; doch gehen wir hierauf 
der Kürze halber nicht näher ein. 

Wir bemerken noch, dass diese Exponenten bei reeller Gleichung 
ebensowohl rein imaginär wie reell sein können. 

Fallen nun mehr wie zwei Punkte e^ zusammen, so wird im All- 
gemeinen der Coefficient von y in der Lame'schen Gleichung in diesem 
Punkte mehr wie zweifach unendlich und es tritt in Folge dessen Irre- 
gularität ein. Wir können also zusammenfassend sagen (E): 

Sei einem swetfacken singulären Punkte verhält sich eine Lame'sche 
Gleichung regulär; während aber die Summe ihrer Exponenten dort immer 
verschwindet, hat ihre Differenz einen von den accessorischen Parametern 
abhängigen Werth. Bei drei-, vier- w. s. w. -fachen Punkten tritt im AU- 
gemeinen Irregularität ein. 

Diese Betrachtungen gelten selbstverständlich für die homogene 
Form der Lame'schen Gleichung auch dann noch, wenn der mehrfache 
singulare Punkt im Unendlichen hegt. Dagegen bedürfen sie in diesem 
Falle für die nicht- homogenen Formen einer kleinen Modification, 
insofern die Summe der Exponenten eines zweifachen Punktes jetzt 
nicht mehr gleich Null, sondern gleich — — sein wird. Andererseits 
bemerken wir, dass die nicht -homogeneu Formen der Lame'schen 
Gleichung in dem hiermit bezeichneten Falle etwas einfacher werden. 
Dies erläutern wir an der Gleichungsform (3), denn gerade die so ge- 
wonnene Lame'sche Gleichung findet man fast ausschliesslich in der 
Literatur. 

Sei denn e^ ein v-facher Punkt und setzen wir: 

so können wir die Lame'sche Gleichung schreiben: 



■' + • 
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Setzen wir hier c* ^ oo, so bekommen wir: 

1^ _ [ÄX-' + Bx-' + ■■- + l/]s'), 

WO aber die accessori sehen Parametr A, B, . . . M nicht die früheren 
Ä, B, . . . M sind, welche wir der Allgemeinheit halber unendlich 
werden lassen müssen, sondern vielmehr die Grenzen von letzteren 
durch ( — ej)" dividirt. 

Wenn insbesondere v = 2 ist, so ist die soeben gefundene Glei- 
chung gerade diejenige, welche von Heine als allgemeine Larae'sche 
Gleichung (k — 3)'" Ordnung bezeichnet wird**). Wir können also 
durch folgenden Satz die Heine'sche Bezeichnungsweise mit der un- 
serigen vergleichen: 

Diejenige Gleichwng, loelche Heine als allgemeine Jjame'sche Gleiclmng 
von der Ordnung n — 3 bemchnet, tritt hei uns auf als derjenige Special- 
fall der Lame'schen Gleichung, in welchem zwei der n einfachen singu- 
lären Funkte im Unendlichen msammenfallen***). 

§ 2. Ueber die Ausartung Lam^'scher Gleichungen auf andere von 



Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dass bei einem 
v-fachen singulären Punkte ej einer Lame'schen Gleichung für u ^ 3 im 
Allgemeinen irreguläres Verhalten eintritt. Wenn wir aber auf die 
Gleichungsform (2) Bezug nehmen, erkennen wir, dass dies nicht mehr 
der Fall ist, wenn die Function ax""'^ -f- fia^""^ -j- •-■-}- «* im Punkte 
e* mindestens {v — 2)-fach verschwindet. In diesem Falle artet die 
Lame sehe Function in das Product einer Potenz von x — e^ und einer 

*) Wir setzen hier voraus, dass e^, ein mehrfacher Pnnkt ist. Ist es aber 
ein eiofecher Piiakt, so haben wir r = 1 in unserer Itechnung bu machen und 
bekommen die Lamö'Bche Gleichung in der Gestalt: 

**) Des Weiteren speciahsict Heine, nach dem Vorgänge von Lamt, dio 
accesBOrischen Parameter Ä, B, . . . M gleich in der Weise, dasa die Gleichung 
eine algebraische Löenng erhält. 

***) Wir fügen noch ohne Beweis folgenden interessanten Satz hinzu (K); 
Abgesehen von einem Factor der Form : 

(J! -.,)■■ (ä! -.,)"■■■■ (ä! -',)"'■ «"" 

WO q)[x) eine ratiooale Function bedeutet, iat die Lösung jeiier homogenen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten eine speeielle 
La nie' sehe Function. 
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Lame'seheu Function von niederem n aus. Indem wir diesen Umstand 
weiter Oberlegen, kommen wir auf den folgenden Satz, in dem wir 
der Kürze halber die Functionen (x — e,) (a; — e^) ■ ■ • {x — e„) und 
ax"-'^ + ix''~^ + • ■ ■ + m durch f(a:) und q){x) bezeichneü : 

Ist et eine v-fache Wurzel {v > 3) van f{x) und mgkich eine 
(i- fache Wurzel {[t^v — 2)*) von rp{x), so arten die Lame'schen 
Fimdionen E{x) in folgendes Produci aus: 

unter E(x) eine Lame' sehe Function verstanden, welche im Punkte e* 
einen {v — ^)-fachen singulären Punkt 'besitet, sonst aber dieselben SingVr- 
larifäten wie E(x)**). 

Die Richtigkeit dieses Satzes beweist man durch directes Nach- 
rechnen, indem man etwa ao die Gleicbungsform (2) anknöpft. 

Der hierdurch gewonnene Satz lässt sich sofort auf Lame'sehe 
Formm übertragen, wo wir natürlich die Crleichung haben würden: 

F(x„ X,) = (x,~ e.x,)'' ■ F(x„ X,). 

Wegen späterer Anwendungen mag noch insbesondere der Fall 
Pj^oo erwähnt werden Während hier für die Lame'schen Formen 

der mit F mulüplicirte Factor sich luf x^ reducirt, fallt derselbe 
für die Lame sehen Functionen überhaupt weg 

Selbttveritindlich kann die in diesem Paragraphen besprochene 
Ausartung gleichzeitig in Bezug auf \eis(hiederie mthrfache singulare 
Punkte eii, et, e ,, eintreten' *) 



*) Wenn wir p,''~~ v — 2 TOranBsetzen so soll nicht damit gesagt werden, 
(iasa die ganae Multiphcitat von f, als Wnrzel von ?(a) die Zihl v — 2 nicht 
ubera^r«iten darf Hondem, nur, dans wii denjenigen Iheil dieser Multii liiitat ala j* 
tiLzeiol neu, welcher höchstens gleich ist v — 2 

**) Wenn wir durch ^ x) diejeoige Function bezeichnen, deren Coefficienten 
die aceesaonschen Paramet«r der Differentialgleichung für B(5;) sind, so werden 
wir mdit haben q)(x) ^{x — e ) q>(p!) wie min vielleicht erwarten möchte 

***) Bei der im Texte lje8proi,henen Ausartung hat die ausgeartete Function 
S{x) in den betreffenden Punkten noch immer singulare Punkte welche min- 
dpetens zweifach sind Man kinn iber n'iturhch durch weitete, freilich viel com- 
pliLiitere Speualisirung von 9(1;) erreichen dass diese Punkte sich auf einfache 
singulare Punkte oder aif nuht singulare Punkte rednciren Diese weitere Aus- 
irtung hat aber für die phyaikahachen Prollenie iie wir im Iclgpuden behandeln 
werden keine besondere Bedeutung' 
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168 Kapitel 1, § 3. 

§ 3. Das Oacillationstheorem bei specieller Gleichung aber 
allgemeinen Segmenten*). 

BeTor wir zum Oscillatiynstheorem selber kommen, haben wir 
vor allen Dingen zwischen allgemeinen und specialisirten Segmenten 
der a;-Axe zu unterscheiden. Unter einem specialisirten Segment ver- 
stehen wir ein Segment, welches als Endpunkt einen singulären Punkt 
der Lame'schen Gleichung hat. Solche Segmente werden wir im 
nächsten Paragraphen in Betracht ziehen, während wir uns in diesem 
Paragraphen auf allgemeine Segmente beschränken. 

Wir beschränken uns wieder auf den Fall » ^ 5 und be- 
trachten solche Gleichungen, weiche mehrfache singulare Punkte be- 
sitzen. Indem wir diese Gleichungen als Grenzfälle der allgemeinen 
Lame'schen Gleichung m = 5 ansehen, haben wir zweierlei Segmente 
in Betracht zu ziehen, auf welche wir das Oscillationstheorem an- 
wenden möchten: 

a) Segmente, welche zwischen singulären Punkten hegen, die nicht 
zusammenfallen. 

b) Segmente, welche zwischen zusammenfallenden singulären 
Punkten liegen. 

Im Falle a) sehen wir sofort, dass Alles beim Alten bleibt, so 
lange das Segment in einem Intervalle liegt, welches noch von ein- 
fachen singulären Punkten begrenzt ist Dies ist ferner auch der Fall, 
wenn eine oder beide Enden des betreffenden lutervalles mehrfache 
Punkte sind. Denn es wird hier offenbar nichts Wesentliches ge- 
ändert werden, so lange sich unser Segment nicht bis an einen mehr- 
fachen singulären Punkt erstreckt. Nun betrachten wir aber in diesem 
Paragraphen nur allgemeine Segmente, so dass wir hier den Fall nicht 
in Betracht zu ziehen haben, in weichem das Segment genau bis an 
einen mehrfachen Punkt heranreicht. Andererseits kann das Segment 
sich im Allgemeinen überhaupt nicht in einem mehrfachen singulären 
Punkte umbiegen, sofern wir im reellen Gebiete bleiben wollen. Wir 
wollen also hier ein für alle Mal folgendermassen verabreden: 

Wir leschränken uns auf Segmente, tvelcM, sofern sie sich nicki hei 
einfachen singulären Punktevt uwhiegm, äie x-Axe nur einfach iäierdecken. 

Hiernach sehen wir, dass für allgemeine Segmente des Falles a) 
der ganze Ansatz zum Beweise des Oscillationstheorems in keiner 
Weise zu ändern ist. 

*) Für die übrigen EntwiokeluDgeii dieses Kapitels bia icb. allein verant- 
wortlicli, da sie in der Vorlesung von Herrn Klein nicht zur Sprache gebracht 
wurden. 
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Wir haben also in diesem Paragraphen nur noch i 
Falles b) näher zu betrachten, bei welchen in der That eine wesent- 
liche Vereinfachung unseres Ansatzes eintritt. 

Betrachten wir zunächst den Fall eines Segmentes, welches in 
einem Intervalle zwischen zwei einfachen singulären Punkten liegt, die 
zu einem zweifachen Punkte zusammenfallen. Bezeichnen wir durch 
£ die Länge dieses verschwindenden Intervalles, ao können wir die 
Länge des in ihm liegenden Segmentes durch et bezeichnen, wo c 
eine endliche positive Grösse ist, welche grösser oder kleiner wie Eins 
sein wird, je nachdem das Segment länger wie das Intervall ist oder 
kürzer. Da nun das Intervall e und folglich auch das Segment, in 
welchem Oscillation stattfinden soll, unendlich kurz ist, möchte man 
zuerst denken, dass die anziehende Kraft in unserem mechanischen 
Hülfsproblem unendlich stark gemacht werden mUsste, um in diesem 
Segmente noch eine endliche Anzahl von Oscillationen hervorzurufen. 
Bei näherer Betrachtung sehen wir aber, dass dies nicht der Fall ist. 
Seien nämlich ßj und e^ die zwei zusammenfallenden einfachen Punkte, 
so ist e^ = f 1 ~i" s- Seien ferner tw, und % "^'^ Endpunkte des Seg- 
i der a:-Ase und folglich: 



jayix-; 



)(*-e,)(a^-e,)(3!-e.)(^-0 

die Länge des entsprechenden Zeitintervalls, wo natürlich das Integral 
über das ganze Segment zu erstrecken ist, nicht nothwendig direct 
von m^ bis m^. Setzen wir nun: a: •= e^ -j- ix und dementsprechend 
»«1 ^ Cj + ^w^i' und m^ ^ ß; -|- «m/, so können wir schreiben: 



T-f 






In der (xrenze also, wo die zwei Punkte ßj und e^ zusammenfalleu, 
bekommen wir: 



«.)/ai 



V('. - ',1 te - «.K«i - «.) J, 2 Vi«' («■ 

_ .rc .in y<- .re_.in Vg 

VT',-',) («, -«,)(«.-«,) '' 

*) Natürlich sind die zwei im Zähler stehenden arcus sinus nur dam 
demselben Quadranten zn nehmen, wenu das Segment der x-Ase direct voi 
bia x^ läuft, ohne sich an den EndpuniteE dea Intervalles e^ e^ umzubiegen. 
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Wir sehen also, da^s fiotcdem dob üegmeiif m,, m^ nneitdlich linrz wird, 
das mts^eckcnd' Zeitmle} voll 1 endlich Ueibt, uud daas folglich die 
anziehende Kraft aach eine endliche sein muss, um iu diesem Zeit- 
intervall eine endliche Anzahl von OsLillationen hervorzurufen. Nun 
ist aber die Kratt in diesem Zeitiutervall bezw. im Segmente jKi, m^ 
durch die OidmAte der Hult[.geraden im Doppelpunkte e^ vollständig 
bestimmt, wahrend die Richtung dieser (jeraden auf dieselbe keinen 
Einäuss hat. Wir gewinnen also folgenden Satz 

SammÜtctie Hulfaifetadeti, ivelchc dmch einen und denselben Punlf 
auf emet m emeni doppelten stngxduien Piinkk ettiditcteti Oidtnate hin- 
durchgehen, liefetn fut die Segmente, ueldie in dem miendluh llcmmt 
Intervalle liegen, dieselbe Ktaft 

Nun müssen aber diejenigen Hulfsgeraden, welche in einem Seg- 
mente t^3,^ dieselbe Anzahl von Halbo'iCillationeu verursaclieii , oflen- 
bar auih dieselbe Kraft geben, und folghch nach dem obigen bdtze 
einen Punkt umhüllen 

Du HuUcuixen upfche einem endlichen SegmenU. tntbptechen attcn, 
wenn dieijps '^eqment in anem lerschwindenden Inte)valli> liegt, weitstes 
m der Grenze su einem zueifachen 
Funlte uird m Hidlpunktt ans 

Wie diese Ausartung contiuuir- 
lich vor sich geht, mag sehema- 
tisch durch die nebenstehende Figur 
angedeutet werden. Indem nämlich 
die einfachen singulären Punkte zu 
einem zweifachen zusammenrücken, 
werden die Hüllcurven immer schma* 
ler und spitzer, so dass in der Grenze ihre Scheitel allein noch vor- 
handen sind und gerade diese sind die HüUpuukte. 

Es mag noch bemerkt werden, dass alle diese Hitllpuukte ober- 
halb (bezw. alle unterhalb) desjenigeu Punktes Ä liegeu werden, wo die 
Curve dritter Ordnung y ^ Sl' die im düjipeltfii singulären Punkte 
ernchtete Ordinate schneidet. 

Bis jetzt haben wir in diesem Paragraphen nichts von den Ex- 
ponenten der zweifachen singulären Punkte gesagt. Wir fügen also 
noch folgenden Satz hinzu, de'^sen Beweis sich vermöge der Formel 
von Seite 165 sofort führen la&st 

Indein man verlangt, dasi, die Hulfsgerade durch einen Hüllpunld 
eines m etnetn ZHetjadien smgulaten Fuidite liegenden Segmentes hin- 
durchgehen boU, hat man ohni die neitac Lage der llülßgeradmi m 



r 
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171 



bestimmen giradem die Exp nenteii des singularen Pimltcs festgelegt; 
und zuar uetden die'<elhen dann stets reell sein 

Diese Exponenten können an sieh, wie wii früher gesehen haben, 
auch rem imaginir sein, dann wird man iber in dem vei schwindenden 
Intervalle eine abstossende Kraft haben Schliesslich nottren wir 

Sind die Exponenten eincb suafaclien stngularen Tunltes Yall, so 
hat man im terbckumdenden Intenalle iibethaupt Ipine K)aft 

Gehen wir jetzt zum Oseillationstheoreji selber über, indem wir 
not.h ein zweites Segment ms Auge fassen Dieses zweite Segment 
kann entweder ein gewöhnliches (endliches) Segment sein, oder aber 
ein anderes Segment von derselben Art wie das soeben betrachtete, 
welches aber in .einem anderen zweifachen singulären Punkte liegen 
muss. In heiden Fällen bleibt das Oscillationstheorem bestehen. Denn im 
ersten Falle können wir von dem Hüllpunkte des einen Segmentes 
eine Tangente an die HüUcurve des anderen ziehen, im zweiten aber 
die zwei Hüllpunkte durch eine Gerade verbinden; vergl, die neben- 
stehenden Figuren, 



'•^~. 




Aber nicht nur im geometrischen Beweise unseres Oscillations- 
theorems, sondern auch bei dem analytischen Probleme der Bestimmung 
der accessorischen Parameter vermöge derselben, tritt in den soeben 
besprochenen Fällen eine wesentliche Vereinfachung ein. In der That 
sehen wir aus unseren Figuren sofort, dass, wenn «ZjW^ das unendlich 
kurze Segment bedeutet, die transcendente Gleichung £(»»2; a, b) = 
(vergl. S. 131) in den zwei Unbekannten a, b sieh jetzt iu unendlich 
viele Linearfaetoren spaltet, deren jeder gleich Null gesetzt die Glei- 
chung eines Hüllpunktes in Liniencoordinaten liefert. Nun können 
aber diese Linea rfactoren mit Leichtigkeit wirklieh ausgewerthet werden. 
In der That ist bei unserem mechanischen Hölfsproblem in diesem 
Falle die anziehende Kraft während des ganzen Zeitintervall es, welches 
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(lem Segmente m, m^ entspricht , offenbar gleich einem conskmten 
Multiplum der Entfernung y, so dass wir es mit einfachen Sinus- 
schwingungen unseres Masaenpuoktes zu thuu haben. Indem wir also 
die Länge dieses Zeitintervalles berechnen, können wir sofort die 
Stärke der Kraft angeben, welche nöthig ist, um eine beliebige An- 
zahl von Halboscillationen in demselben hervorzurufen, und diese Kraft 
giebt unmittelbar die Lage des Hiillpunktes und folglich den ent- 
sprechenden Linearfactor au. 

Ist also das zweite Segment, in welchem wir Oscillation ver- 
langen, von endlicher Länge, so haben wir zur Bestimmung der acceaso- 
rischen Parameter nur scheinbar wieder zwei Gleichungen zwischen zwei 
Unbekannten. Während nämlich die zweite dieser Gieichungen transcen- 
dent ist, ist die erste linear. Vermöge der ersten dieser Gleichungen 
können wir also eine der zwei Unbekannten a und h aus der zweiten 
Gieichuug eliminiren, und haben dann nicht mehr die Wurzeln zweier 
simultaner transcendenter Gleichungen zwischen zwei Unbekannten zu 
ermitteln, sondern nur noch die Wurzeln einer einzigen transcendenten 
Gleichung mit einer Unbekannten, was natürlich eine viel einfachere 
Aufgabe ist. 

Wenn andererseits zwei zweifache singulare Punkte vorhanden 
sind, und in jedem derselben unendlich kurze Segmente liegen, in 
welchen wir Oscillation verlangen wollen, so spalten sich alle beide 
transcendente Gleichungen in unendlich viele Linearfactoren, welche 
wirklich berechnet werden können. Die accessorischen Parameter 
bestimmt man dann, indem man den richtigen Linearfactor in beiden 
Fällen herausgreift, und dann die zwei Gleichungen ersten Grades löst, 
welche durch Null setzen dieser Facto ren entstehen. 

Hiermit haben wir, was allgemeine Segmente angebt, alle Fälle 
behandelt, welche vorkommen, w lange nur ein- oder zweifache 
singulare Punkte auftreten. Gehen wir jetzt zum Falle eines 
dreifachen Punktes über, so sehen wir sofort durch einen ähn- 
lichen Grenzübergang wie soeben, dass die zwei in diesem Punkte 
verschwundenen Intervalle jetzt unendlich langen Zeitintervallen ent- 
sprechen. Dasselbe gilt natürlich auch von jedem in einem der 
verschwindenden Intervalle liegenden Segmente, welches von der- 
selben Ordnung unendlich klein wird wie da^ Intervall selbst. Hier- 
nach muss die Kraft in einem jeden solchen Segmente unendlich 
schwach gemacht werden, damit nur eine endliche Anzahl von Oscilla- 
tiouen zu Stande kommen soll. Nun verschwindet aber offenbar in 
einem dreifachen singulären Punkte die Ordinate der Curve y =■ -^^, 
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und folglich häufen sich die Hüllpunkte eines ielieUgen Segmentes des 
einen versehwindenden Intervalles unendlich nahe an die eine Seite, die- 
jenigen eines Segmentes des anderen IntervalUs v/nendlich nahe an die 
andere Seite der x-Axe. 

Wenn wir uns nun an den auf Seite 167 angeführten Satz er- 
innern, können wir sofort folgenden interessanten Vergleich anstellen: 

Im Allgemeinen ist eine Lame'sche Gleichung » = 5 in einem drei- 
fachen singutären Funkte irregulär, was dem Umstände entspricht, dass 
ihre Losungen in jedem Segmente des einen dort verschwindenden Inter- 
volles unendlich ofl oscillirm. Wmn dagegen die Sülfsgerade der Lame- 
sehen Gleichung durch den dreifachen singulären Punkt der x-Axe selbst 
hindurckgM, ist letzteres nicht mehr der Fall, und dementsprechend arten 
die Lame'schen Functionen in der Weise aus, dass sie, abgesehen von 
einem sich abtrennenden Factor (x — e,) , dem Falle w = 4 angehören. 

Fassen wir jetzt den Fall ins Auge, in welchem wir ausser in 
dem Segmente, welches in einem der im dreifachen singnlären Punkte 
liegenden Intervalle liegt, noch in einem endlichen Segmente eine ge- 
wisse Anzahl von Osciüationen verlangen wollen. Hier hat das end- 
liche Segment natürlich eine gewöhnliche Hüllcurve, während der 
Hüllpunkt des anderen Segmentes, ganz abgesehen von der dort statt- 
zufindenden Oscillationszahl, in dem dreifachen singulären Punkte der 
a^-Äse selber liegt. Das Oscillationstheorem bleibt also noch immer 
bestehen, nur werden wir f(ir alle endlichen Oscillationszahlen in dem 
unendlich kurzen Segmente die nämliche Hülfsgerade bekommen. Hier 
reicht also die Angabe einer einzigen Oscillationszahl (nebst der For- 
derung der Endlichkeit für die andere Oscillationszahl) zur Festlegung 
der aecessorischen Parameter aus. 

Was nun die wirkliche Berechnung der aecessorischen Parameter 
durch das Oacillationstheorem in diesem Falle angeht, so sieht man 
leicht, dass dieselbe elementar auszuführen ist, trotzdem wir wieder 
die Aufgabe haben, von einem Punkte aus an eine transcendente 
Curve Tangenten zu ziehen. In der That haben wir, da der Factor 
(ic — Ci) ^ im endlichen Segmente nicht oscilürt, nur noch die Auf- 
gabe, die Lame'sche Function »=^4 so zu bestimmen, dass sie in dem 
betreffenden endlichen Segmente die gewünscht« Anzahl von Oseilla- 
tionen ausführt. 

Liegen andererseits unsere beiden Segmente in dem dreifachen 
singulären Punkte selber, — das eine in dem einen dort verschwin- 
denden Intervalle, das andere in dem anderen, — so ist es klar, dass 
die Hülfsgerade, welche zwei einander unendlich nahe liegende Hüll- 
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punkte verbindet, durch den dreifachen singulären Punkt der a:-Äxe 
hindurchgehen muss, während sie eine bestimmte Richtung besitzt, 
welche von den Oscillationszahlen in den zwei verschwindenden Seg- 
menten abhängt. Die wirkliche Festlegung dieser Hölfsgeraden hängt 
dann von transcendenten Beatimmungsstüeken ab, auf welche wir an 
dieser Stelle nicht näher eingehen wollen. 

§ 4. Das Oaoillatioustheoreni bei specieller Gleichung und 
speoiaUsirten Segmenten. 

Die Specialisirung eines Segmentes, welche wir in diesem Para- 
graphen betrachten wollen, besteht, wie wir schon sagten, darin, dass 
das Segment genau bis an den Endpunkt eines Intervallea heranreicht. 
Wenn dieser Endpunkt ein einfacher singulärer Punkt ist, tritt, wie 
wir schon im vorigen Abschnitt bemerkten , keine Modification des 
Osciliationstheorems ein. 

Fassen wir denn zunächst den Fall ins Auge der eintritt, wenn 
ein Endpunkt m^ eines Segmentes in einem zweifachen singulären 
Punkte e; liegt. Ehe wir dazu übergehen die Gestalt der Hüllcurve 
eines solchen Segmentes zu discutiren, wollen wir vorab die Oscilla- 
tionseigenschaften der Lame'schen Curven für einige specielle Lagen 
der Hiilfsgeraden besprechen. 

Das Zeitintervall welches unserem Segmente entspricht wird offenbar 
unendlich lang sein. Wenn also in diesem ganzen Zeitiutervalle, oder 
in einem unendlichen Theile desselben, die Kraft eine anziehende ist, 
werden wir nothwendig unendlich viele Oscillationen im Segmente 
haben, uod zwar in der Nähe des zweifachen Punktes et, — es sei 
denn, dass die anziehende Kraft bei wachsender Zeit ins Unendliche 
abnimmt, wobei es einer genaueren Ueberlegung bedürfen würde, um 
irgend etwas Ober die Anzahl der Oscillationen zu entscheiden. 

Zu demselben Resultate führt uns auf analytischem Wege die 
Betrachtung der ^xponmiten des zweifachen singulären Punktes. Hat 
man nämlich Anziehung während des ganzen Segmentes »tim^, welche 
auch im zweifachen Punkte et nicht unendiieh schwach wird, so wird 
man im benachbarten unendlich kurzen Intervalle, welches im zwei- 
fachen Punkte liegt, offenbar Abstossung haben. Hiernach müssen 
die Exponenten dieses Punktes (vergl. Seite 171) rein imaginär sein. 
Jede reelle Lösung ist also in der Nähe des betreffenden Punktes in 
erster Annäherung in der Form : A sin log (x — e,)' -|- B cos log (x — e,)" 
darstellbar und wird also in der Nähe des zweifachen Punktes un- 
endlich viele Oscillationen ausführen. 
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Aber auch über den noch nicht erledigten Fall, in welchem die 
Kraft bis an den zweifachen Punkt eine anziehende ist, dort aber 
verschwindet, giebt uns die Betrachtung der Exponenten Aufsehiuss. 
Die Exponenten sind nümlich in diesem Falle Null, und folglich ver- 
läuft die eine Losung in der Nahe des zweifachen Punktes ohne Singu- 
larität, während die anderen Lösungen einfach logarithmisch unend- 
lich werden. Folglich wird man jetat nur eine endliche Anzahl von 
Oacillationen im Segmente haben. 

Nach dem schon Gesagten sehen wir, dass die Hiillcurven des Seg- 
mentes m^JKa nicht mehr die frühere Gestalt haben können, denn sonst 
würde ein Theil ihrer Tangenten Anziehung bis an den Punkt d in- 
clusive geben. Wir haben also als nächste Aufgabe die Untersuchung 
der wirklichen Gestalt der Hüll cur ven. 

Es sei P ein auf der Ordinate im zweifachen singulären Punkte so 
gelegener Punkt, dass der singulare Punkt reelle von Null verschiedene 
Exponenten bekommt, wenn die Hölfsgerade durch P hindurchgeht. 
Nehmen wir an, um die Ideen zu fixiren, dass P unterhalb des 
Punktes A liegt, wo die Curve dritter Ordnung ;/ =^ .ö/^'W die 
zum zweifachen singulären Punkte gehörige Ordinate schneidet (läge P 
oberhalb von Ä, so hätte man im Folgenden nur die Wörter oben und 
unten mit einander zu vertauschen). Wenn man nun die Hülfsgerade 
um P herumdreht, so wird sich offenbar diejenige Lame'sche Curve, 
welche im Punkte et dem positiven Exponenten entspricht und also in 
diesem Punkte eine verschwindende Ordinate hat, continuirlich ändern, 
so lange die Hülfsgerade nicht gerade verticale Richtung annimmt, 
und dabei wird die Lame'sche Curve natürlich im ganzen Segmente 
CiJHj endliche Ordinaten besitzen. 

Wenn wir nun die Hülfsgerade um den Punkt P weit genug 
nach oben drehen, können wir es erreichen, dass während eines be- 
liebig langen Zeitintervalles die auf unseren Massenpunkt wirkende 
Kraft eine anziehende ist, und zwar mindestens von einer beliebig 
vorgegebenen Stärke, Die Anzahl von Oscillationen im Segmente C;»», 
können wir also sicher grösser als eine beliebig gegebene Zahl m 
werden lassen. Indem wir andererseits die Hülfsgerade um P nach 
unten drehen, können wir während des ganzen Segmentes ffiB^ Ab- 
stossung bekommen, und folglich keine Oscillationen. Indem wir 
nun die Hülfsgerade von der ersten Lage, in der sie mehr wie m Halb- 
oscillationen hervorrief, nach unten drehen, bis sie in die zweite Lage 
kommt, in der sie keine Oscillationen hervorruft, wird die Anzahl von 
Oscillationen allmählich kleiner, so dass wir den Satz gewinnen; 
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Durch P geht eine nnd nur eine Hülfsijerade , welche im Segmente 
eitn^ genau m Salboscillationen hervorruft. 

Es bleibt also nur nocli zu untersuchen, wie die Lage dieser 
Hülfsgeraden sich ändert, wenn P auf der Ordinate im Puukte e^ sich 
bewegt. Zunächst bemerken wir, dass je zwei von diesen Hülfsgeraden 
sich innerhalb des auf dem Segment dfn^ errichteten Streifens schneiden 
müssen, damit nicht die eine durchaus stärkere Anziehung geben soll 
wie die andere, und dass folglich die von ihnen umhüllte Curve ganz 
in diesem Streifen liegen muss, ^ dann aber auch, dass die letzt- 
genannte Eülleurve keinen Wendepunkt besitzen kann, denn nach dem 
soeben Gesagten könuen parallele Hülfsgeraden nicht vorkommen. 
Wenn also JP sich nach ohen bewegt, muss die durch ihn hindurch- 
gehende Hülfsgerade immer weniger steil werden, bis P den Punkt A 
erreicht, welchen er nicht überschreiten darf. 

Bewegt sich andererseits der Punkt P nach unten, so wird die 
Hülfsgerade immer steiler, und zwar nähert sie sich der verticalen 
Lage. Dass ferner diese verticaie Grenzlage mit der Ordinate im 
■ zusammenfallen muss, und auch dass 
;ente, sondern eine Asymptote der Hüllcurve sein 
auf genau dieselbe Weise ein, wie früher (S. 128) 
im Falle der allgemeinen Hüllcurve. Hier- 
nach erkennen wir, dass die Hüllcurve eine 
Gestalt haben wird, wie sie in der zwei- 
ten der nebenstehenden Figuren gezeich- 
net ist, wobei wir aber noch ausdrück- 
lich erwähnen müssen, dass die Tangente 
durch A selber nur in uneigentlichem 
Sinne zur Curve gehört, indem sie nicht 
genau m Halboscillationen hervorruft, weil 
die ihr entsprechende Lame'sche Curve, 
welche zum Exponenten Null gehört, keine 
verschwindende Ordinate im Punkte c; besitzt. Die erste dieser Figuren 
soll die continuirliche Entstehung der zweiten aus der gewöhnlichen 
Gestalt der Hüllcurven verständlich machen. 

Wegen dieser neuen Form der Hüllcurven wird nun das Osälla- 
tionstkeorem, wo audt das andere Segment liegen mag, nicht mehr all- 
gemein aufrecht m erhalten sein, indem es jedenfalls für hinreichend 
grosse Oscillationszahlen m unrichtig ist. Indem wir nä,mlich die ver- 
schiedenen Hüllcurven des Segmentes 6;% in Betracht ziehen, welche 
zu verschiedenen Oscillationszahlen m g^ören, so sehen wir, dass je 
grösser m wird, desto steiler die Tangente durch A wird, und dass 
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sich diese Tangente bei wachsendem m der vertiealen Lage als Grenze 
nähert. Nun sind aber alle anderen Tangenten der Hüllcurve steiler 
wie diese Tangente durch A . Folglich können wir, wie auch die Hüllcurve 
des anderen Segmentes liegen mag, die Zahl m so gross wählen, dass 
sämmtliche Tangenten der Hütlcurve des Segmentes eim^ beliebig steil 
sind und also entweder die andere Hüllcurve schneiden oder aber gar 
nicht treffen, so daas in jedem Falle keine gemeinsame Tangente exi- 
stiven kann. In solchen Fällen aber, wo eine gemeinsame Tangente 
existirt, wird es gerade wie früher nur eine solche geben können. 

Es giebt eine einzige aber sehr wichtige Ausnahme zum soeben 
Gesagten, Liegt nämlich das andere Segment im verschwindenden 
Intervalle des zweifachen singulären Punktes e,- selber, so werden wir 
immer von dem zu diesem Segmente gehörenden Hiillpunkte eine und 
nur eine Tangente an die soeben besprochene Hüllcurve des Segi 
e,m^ legen können*). Wir fassen in folgendem Satze zusammen: 

Ist eins der swei Segmente, auf welche wir das OsciUationstheorem 
anwenden wollen, dadurch specialisirt, dass es bis an einen zweifachen 
singulären Punkt heranreicht, so wird das OsciUationstheorem nur in dein 
Falle für aUe OsciUationszalden des so specialisirtm Segmentes 'bestehen 
hieben, dass das andere Segment im verschwindenden IntervaUe des stoei- 



Gehen wir jetzt zum Falle über, in welchem das Segment anstatt 
durch einen zweifachen Punkt, durch einen drei- oder, um gleich all- 
gemein zu reden, durch einen vielfachen Punkt e^ begrenzt ist. Hier 
entspricht dem Segmente wieder ein unendlich langes Zeitintervall, 
und es ist in dieser Hinsicht zunächst kein wesentlicher Unterschied 
mit dem soeben besprochenen Falle vorhanden. Doch können wir 
unsere Resultate nicht ohne Weiteres auf diesen Fall übertragen, 
weil uns nicht mehr die Exponenten von Ci sur Verfügung stehen. Wir 
schicken also zunächst folgendes Lemma voraus: 

Auf jeder Seite eines reellen irregulären Ihinktes einer nieht auf 
M = 4 ausgearkten Lame' sehen Gleichttng n = 6 giebt es für jedes Faar 
accessorischer Parameter eine Lösung, welche in der Nahe des singulären 
Punktes endlich bleibt 

Um diesen Satz, dessen Richtigkeit wir bei einem zweifachen 
Punkte sofort aus der Theorie der Exponenten sehliesseu konnten, zu 
beweisen, ziehen wir wieder unser mechanisches Hülfsproblem heran. 

Passen wir nämlich das unendlich lange Zeitintervall ins Auge, das 

*) Dies folgt nicht nur aus der Gestalt der Hiillcurven, sondern vielmehr 
aus den Deberlegungen selber, welche wir auf voriger Seite zur Discussion dieser 
Gestalt gebraucht haben. 
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dem Segmente entspricht, welches von der einen Seite herkommend an 
den singulären Punkt heranzieht. Dabei schliessen wir ohne Weiteres 
den Fall aus, das« die Kraft nach unendlicher Zeit verschwindet, weil 
dies gerade der Fall ist, wo die Lame' sehe Gleichung w = 5 in eine 
Lame'ache Gleichung m = 4 ausartet. Wir hahen also noch die zwei 
Fälle zu unterscheiden, iu denen wir wahrend des letzten uneudlielien 
Theiles unseres Zeitintervaüpi a) eine anziehende, und b) eine ab- 
stossende Kraft haben. 

a) Hier sehen wir sofort die Richtigkeit unseres Lemmas ein, 
denn wir werden, indem wir uns dem Punkte e,- nähern, unendlich 
viele Oscillationen haben, und da die anziehende Iv-raft nicht unendlich 
schwach werden darf, bleiben die Amplituden dieser Osullationeu end 
lieh. In diesem Falle werden also smnmlhdifi Losungen m der Nihe 
des singulären Punktes endlich bleiben 

b) Da wir hier Abstossung wählend einer unendlich linken Zeit 
haben, wird der Masseupunkt im illgememeH ins Unendliche ibgf 
atosaeu werden. Indem wir aber den Massenpunkt von einer bt 
liebigen Anfangslage mit verschiedenen Geschwindigkeiten projiciren, 
wird sich der Massenpnnkt offenbar sehr verschiedenartig bewegen. 
Ist nämlich die Aufaugsgeschwindigkeit entweder von dem Attraetions- 
centrum weggerichtet oder aber, falls diese Geschwindigkeit klein ist, 
nach ihm zu, so wird der Massenpunkt schliesslich auf derselben Seite 
des Attractionscentrums ins unendliche abgestossen werden, wie er zu 
Anfang lag. Wird er aber mit einer grossen nach dem Attractions- 
centrum gerichteten Geschwindigkeit projicirt, so wird er dui-cb das- 
selbe hindurchgehen, um dann erst auf der anderen Seite ins unend- 
liche abgestossen zu werden. Indem wir nuu den Masseupunkt immer 
nach dem Kraftcentrum hin projiciren, aber der Anfangsgeschwindig- 
keit der Reihe nach alle Werthe von einem sehr kleinen bis zu einem 
sehr grossen ertheilen, so wird es unter diesen Geschwindigkeiten 
^ne geben müssen, für welche der Massenpunkt überhaupt nicht 
ins Unendliche abgestossen wird. Da ferner die Kraft mit wachsen- 
der Zeit nicht unendlich abnimmt, wird der Masseupunkt sich dem 
Kraftcentram schliesslich unendlich nähern, ohne es aber in end- 
licher Zeit zu erreichen. Wir sehen also, dass im Falle b) es nur 
eine Lösung giebt, welche im irregulären Punkte endlich bleibt, dasa 
diese aber auch dort verschwindet. 

Dem soeben bewiesenen Lemma zufolge wird jede Hölleurve des 
Segmentes e;«ij jetzt, wo e,- mindestens ein dreifacher Punkt ist, noch 
immer dieselbe Gestalt haben wie früher, als e,- ein zweifacher Punkt 
war. Wir sehen also, dass auch hier das Oscillationstheoreni seine 
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Gültigkeit nicht mehr allgemein behalten kann. Um uns aber über 
die Sachlage volle Klarheit zu verschaffen, müssten vrir noch tJie bis 
jetzt ausgeschlossene letzte Tangente der Hüllcurve genauer betrachten, 
welche durch den Punkt f; i^er ^-Axe hindurchgeht*). Es ist näm- 
lich nicht mehr klar, da wir keine Exponenten zu Hülfe nehmen 
können, dass diese letzte Tangente bei wachsender Oscillationszahl 
immer steiler wird und sich der vertiealen Lage als Grenzlage nähert. 
Es ist vielmehr denkbar, dass alle Hülleurven dieselbe letzte Tangente 
haben sollten, und wenn dies der Fall wäre, so würde das Oscillations- 
theorem unter Umständen seine Gültigkeit behalten. Da es mir aber 
nicht gelungen ist, diesen Punkt zu entscheiden, so will ich an dieser 
Stelle nicht nüher darauf eingehen. 

Schliesslich sind noch solche Segmente zu betrachten, deren beide 
Endpunkte zweifache oder mehrfache singulare Punkte der Lame'schen 
Gleichung sind. Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) Das Segment erstrecke sieh vom mehrfachen singulären Punkte 
6; zum nächsten singulären Punkte C/^i, welcher ein einfacher sein 
mag, und von da bis C; zurück. Hier müssen zwei Zweige einer 
Lame'schen Function, welche im Punkte «f+i zusammenhängen, im 
Funkte e, beide Null sein und können also nicht linear unabhängig 
von einander sein. Dies ist aber nur möglich**), wenn sie entweder 
mit einander identisch sind, in welchem Falle sie im Punkte Ci+i 
zum Exponenten gehören müssen (vergl. die erste der untenstehen- 
den Figuren), oder wenn die eine die negative von der anderen ist, 
in welchem Falle sie im Punkte d+i zum Exponenten - gehören 
müssen (vergl. die zweite Figur). Im ersteren Falle werden wir im 



Doppelintervall offenbar eine ungerade Anzahl von Halboscillationen 
haben, im zweiten eine gerade Anzahl. Wir können also diesen Fall 
durch folgenden Satz auf einen schon erledigten Fall zurückführen: 



*) Denn der Punkt A der früheren Figuren fdllt jetzt in diesen Punkt 
hinein. 

•*) Man vergleiche wegen des hier nicht ins Einzelne auageführten Gedanken- 
ganges den nächsten Paragraphen, in welchem aber natürlich die Frage eine 
andere iat. 

12* 
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Ist die OsciüatmissaM m des Segmentes e,-ei+ie,- dnc gerade, gleich 
2m', so ist die entsprecliende Hüllcurve dieselbe, welclie im Segmente e/Cj^-i 
der (kilhtionssa}^ m' entspricht. Ist eäier m eine ungerade Zahl 2m'+ 1, 
so bekommt man die entsprechende Hüllcurve, indem man beim Segmente 
eie;-fi im Funkte e;-]-i an Stelle dm- Bedingung j/ = die Bedingimg 

Es ist ersichtlich, dass auch in letzterem Falle die HUlleurven die- 
selbe Gestalt haben werden, wie die in der i'igur S. 176, Im eben 
besprochenen Falle verhält es sieh also mit dem Oscillationstheorem 
wie in dem Falle, in welchem nur der eine Endpunkt 
;es ein mehrfacher Punkt iat. 

b) Das Segment erstrecke sich einfach von einem mehrfachen 
Punkte e, zu einem anderen mehrfachen Punkte e^ + i- Hier behaupten 
wir, das)j es uheriiaupt leine Lagt der Ilülfsgeraäen giebt, weldte im 
Segmente eine endltcJie Anzahl ton OiiCillationen hervorruft. Um diese 
Behauptung zu begründen, legen wir, und dies ist wie wir wissen 
kerne wesentliche Speciahsirung, den einen Endpunkt des Segmentes 
in den Punkt co Dann nimmt die Lame'aclie Gleichung die Form 
an (vergl S lG6r 




uu(i nun sehen wir sofort, dass eine Hülfsgerade y = Ax -\- B ent- 
weder Im ganzen Zeitintervall Ähstossung liefert und folglich keine 
Oscillation verursacht, oder aber Anziehung während einer unend- 
lich langen Zeit liefert und folglich unendlich viele Oscillationen 
hervorruft. 

In diesem Falle ist also das Oscillationstheorem niemals aufrecht 



Man erklärt übrigens leicht, wie die Hüll- 
curve jetzt vollständig verschwindet. Die 
continuirliehe Aenderung der Gestalt der Hüll- 
curve wird nämlich durch die nebenstehende 
Figur klar gemacht, indem man sieht, wie 
die Hüllcurve in die Ecken A und B, welche 
die Curve dritter Ordnung Q mit den Or- 
dinaten in e,- und e,_|-i macht, hineiugepresst 
wird, während der Theil der Curve zwischen 
A und -B immer gerader wird und folglich, 
da die Curve als Enveloppe zu betrachten ist, 
in der Grenze verschwindet. 
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§ 5. Daa OaeUlfttionstlieorem bei gesoblosseuen Segmenten. 

Wenn ein Segment m^m^ in einem Intervalle liegt, welches von 
zwei einfachen singuläreii Punkten begrenzt ist, kann das Segment, 
wie wir schon gesehen haben, gegebenenfalls das Intervall mehrfach 
Überdecken. In diesem Paragraphen wollen wir uns mit dem Falle 
beschäftigen, in dem das Segment das betreffende Intervall genau ein-, 
zwei- etc. mal umgiebt, so dasa die Punkte *»^ und m^ zusammenfallen. 
Zunächst ist dies natürlich keine wesentliche Specialisirung und bedarf 
keiner besonderen Behandlung. Wir wollen aber jetzt unser Problem 
gewissermassen modificiren, indem wir, anstatt in den Punkten )»,, m^ 
Nullpunkte der Lame'schen Function vorzuschreiben (oder wie wir es 
im verallgemeinerten Oscillationstheorem gethan haben, die Wetthe 

von — p— dort beliebig vorzuschreiben), diese Endpunkte CjC^ einfach 
wegwischen und verlangen, dass das Segment nach fc-maliger Um- 
spannnng des Intervalles wieder in sich selbst zurücklaufen soll. Diese 
Ausdrucksweise soll natürlich bedeuten, dass wir von der Lame'schen 
Curve verlangen wollen, sie soll, nachdem wir sie durch das ganze 
Segment hin und her verfolgt haben, im Endpunkte % sich an ihren 
ersten Theil continuirlich anschliessen, so dass, -wenn wir das Segment 
wieder durchlaufen, wir genau dieselbe Lamö'sche Curve bekommen 
wie vorhin, üebrigens werden wir nach wie vor m Halboseillationen 
der Lame'schen Curve im Segmente verlangen. Wir haben jetzt zu 
zeigen, wie dieses Problem auf das schon betrachtete Oscillations- 
theorem zurückzuführen ist. 

Betrachten wir zunächst den einfachen Fall, wo das Segment das 
Intervall 6,6(4.1 einmal umspannt, so können wir folgenden Satz auf- 
stellen : 

Wenn nicht sämmtliehe Lösungen einer Lame'schen Gleichung nach 
einmaliger Umlaufung eines Intervalles eid + i in sich selbst mrücklatifen, 
so wird keine Lösung dieser Gleichung es ihun, vxlche nicht in leiden^ 
Endpunkten des Intervalles zu einem und äemselhen der dort vorhandenen 
Exponenten 0, --- gehört. 

Um diesen Satz zu begründen, wollen wir zunächst zeigen, dass 
eine Losung E der Lame'schen Gleichung, welche im Punkte ev 
keine Fundameutallösung ist, nicht in sieli selbst zurücklaufen kann, 
es sei denn, dass es auch alle anderen Lösungen thun. Es sei 
7:1 == El -\- E^, wo El und E^ Fundamentallösungen im Punkte e, 
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sind, welche zu deu Espoiieuten bezw, - gehören. Indem das 
Segment am Punkte e,- umkehrt, wird dieser Zweig E ofl'eubar durch 
die Werthe i', — E^ fortgesetzt. Wenn also E nach einmaliger 
Umkreisung des Intervalles cei+i in sich selbst zurücklaufen soll, so 
müssen, indem wir von C; bis e,.(_i gehen, die Zweige E^-\- E^ und 
El — jEj im Punkte ei^i in einander übergehen. Hierzu ist aber 
nothwendig und hinreichend, daes die Werthe von E,-\-E^ und E, — E^ 
im Punkte ei+i einander gleich sein sollen, währeud die Wertlie ihrer 
ersten Ableitungen nach t einander entgegengesetzt gleich sind. Dies 
wird aber dann und nur dann geschehen, wenn im Punkte Cj^i E^ = 
und -T ' = 0. Wenn dies aber der Fall ist, werden auch sämtHtlicIic 
Lösungen der Lame'schen Gleichung nach einmaliger ümlaufung des 
Segmentes in sieh selbst zurückkehren, denn es kann ja jede solche 
Lösung in der Gestalt LEj^~\- ME2 dargestellt werden. 

indereiseits i^it es ohne Weiteies klar, dass, wie die andeien 
Losungen der Lameseben Gleichung auch verlaufen mögen, eine 
Lame--i,he Function, welche in beiden Punkten e und r ^^ eine Fun 
damentalljsung ist, dann und nur dann nach einmaligei Umkreisung 
des Se<fmente& m sich selbst zurückkehren wiid wenn sie in beiden 
Punkten c und e +1 zum Exponenten Null oder in beiden Punkttn 
zum Exponenten .jfehoit, und hiermit ist der ( ben stehende batz 
bewiesen 

Hieran anknüpfend bekommen wir nun folgenden Satz 
Wtt Imum die Lam ••cliefn innchun&n welche nach etnmaliga Um 
Jaiifunq des Intenalks c e +1 m sich seihst sutwUaafen und tnnetiiatb 
des so beschnebenen geschlobäenen Segmentes 21,-mal*) verscliwinden, 
dadurch mittelst des ObCtllatioTistheotemä bestimmen dass wii das tinfacJie 
Segment e e ^i tnb Äuge fassend, etsteub die Lanit sehen Funittonen 
htstimmeii weleJie in den Punkten e mid e +1 cenjdtwinden und swisdieii 
dienen Punkten }iodi / — - 1 }nal versdiimnden und ^iieitens diejenigen 
deren eiste Ableitungen nach t m t, und 6,4.1 le) sdnvinden und iielche 
bilbe} 1 mal zvnschen diesen Punkten versehimnden 

Wn bekommen hierdurch Lame sehe Cuiven welche lu den 
I< allen /. = 0, 1 2 sthemitisch durch folgende Figuren dargestellt 
werden 

Naturlich besitzt jede dieser Functionsarten für jeden Werth 
von A ihre eigene Hdllcuive, und es werden im Allgemeinen die 7wei 

*) Die AnzaM von Nullstellen rnims hier effeubar fine gerade Bein. 
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Lanie'scilen PurjctioneHj welche dieselbe Anzahl 2Ä von Nullstellen im 
geschlossenen Segmente haben, aber sich in den Endpunkten des 
Intervalles verschieden verhalten, ganz verschiedene Hiilleurven be- 
sitzen. Es bietet sich hier die Frage, ob derartige zwei HüUeurven eine 
gemeinsame Tangente besitzen oder nicht. In der That wird eine 
solche Tangente genau dem oben besprochenen Fall entsprechen, dass 
alle Lame'ache Functionen nach Umkreisung des betreffenden Segmentes 
in sich selber zurückkehren, nachdem sie erst 2ft-mal versehwunden 
sind. Auf die Beantwortung dieser Frage, welche bei unseren späteren 
Anwendungen nicht wieder auftreten wird, müssen wir jedoch verzichten. 




Indem wir nun beim allgemeinen geschlossenen Segmente ganz 
ähnliche Betrachtungen anstellen, wie wir es hier im einfachsten Falle 
ausführlich gethan haben, kommen wir .auf folgenden Satz : 

Wir können die Lame'schm FuncÜoneK, welche nach l-maliger 
Umlaufung des Intervalles e,ei + i in sich selbst mtrüdikehren und inner- 
halb des so beschriebenen geschlossenen Segmentes 2h-mal verschwinden, 
dadurch miUelst des Oscillationstheorems iestimmen, dass wir das nidit 
geschlossene Segment ins Äuge fassen, welches von Ci als Endpunkt aus- 
gehend die Hälfte des geschlossenen Segmentes ausfüllt, und nun erstens 
diejenigen Lame'schen Functionen bestimmm, welche in den Fkdpunkten 
dieses S^mentes gleich Null sind und innerhalb desselben {h — l)'mal 
verschwinden; tmd zweitens diejenigen Lame'schen Functionen auswählen, 
deren erste Ableitungen nach t in den Endpunkten des Segmentes Null 
sind und wekhe selber k-mal innerhalb des Segmentes verschunnden. 

Wenn nun l gerade ist, welcher Fall uns im Folgenden allein 
interessiren wird, so lässt sich dieses Theorem noch etwas verein- 
fachen. In der That sehen wir, dass dann das oben benutzte halbe 
Segment, welches im Punkte ei anfängt, in demselben Punkte endigen 
wird. Bezeichne man also mit E den Zweig, welcher vom Anfangs- 
punkte Ci ausläuft, und mit E den Zweig, durch welchen man in den 
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Endpunkt et gelangt. Dann müssen dem obigen Satze gemäss E 
und E nicht nur beide Fundamen tallösungen in e,- sein, sondern dort 
auch zu demselben Exponenten gehören; E und E können sich also 
nur durch einen conatanten Factor von einander unterscheiden. Wenn 
wir nun den Zweig E von e; ausgehend durch ein Viertel des ge- 
schlossenen Segmentes verfolgen, und zugleich E ebenfalls durch ein 
Viertel des geschlossenen Segmentes von C; ausgehend rückwärts ver- 
folgen, so müssen am Ende dieses Viertelsegraentes (welches noth- 
wendig im Punkte Ci oder e,.^i liegen wird) E und E in einander 
übergehen; da sie aber noch immer durch dasselbe coustante Mnl- 
■tiplum von einander verschieden sein müssen wie in e,-, so sehen wir 




sofort, dass sie am Ende des Viertelsegmentes zum einen oder zum 
anderen der beiden dort vorhandenen Exponenten gehören müssen. 
Hierdurch gewinnen wir folgenden Satz: 

Wenn l gerade ist, so betrachte man das nicht geschlossene Segment, 
welches von ei ausgehend ein Viertel des geschlossenen Segmentes umfasst. 
Hierauf wende man das OsciUationstheorem an, indem man : 

a) wenn h gerade ist, erstens di^enigen Lame'sehen Functionen auf- 
sucht, welche in den Endpunkten dieses Viertelsegmentes Null sind imd 
innerhalb desselben (y — U-mal verschwinden, und zwdtms di^enigen 
Lame'sehen Functitmen, deren erste Ableitungen nach t in den End- 
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punkten des Viertdsegmmtes dm Werth Null Jiahm, und selbst innerhalb 
desselben -^-mal verschwinden; 

b) wenn Ti u/ngerade ist, erstens diejenigen Lame'schen Functionen 
aufsucht, welche im Enäpwnkte e,- des Viertelsegmentes verschivinden, wäh- 
rend im anderen Endpunkte ihre ersten Ableitungen nach t den Werth 
Null haben, zweitens diejenigen Functionen, deren erste Ableitungen in 
Ci den Werth Null haben, während die Functionen selber im anderen 

En^unJcte verschwinden; jedesmal aber verlange man ■ -„— Nullstellen 
innerhalb des Yiertelsegmentes. 

Für den einfachsten Fall i = 2, der uns später besonders inter- 
eseiren wird, bekommen wir die schematiaehen Figuren auf S. 184. 



Kapitel 2. 

Heber die Lame'schen Prodncte, welclie zu ansgeartetea Systemen 
cycüdischer Coordinaten gehören. 

§ 1. Die Lame'schen Froducte für die siebzelin Coordinatensysteme 
von Seite 102—104. 

Im vorigen Abschnitte haben wir die Lame'schen Producte nur 
für die zwei allgemeinen cyelidisehen Coordinatenaysteme I' a) und 
I"a) (die Systeme A) und B) Ton Seite 102) gebildet. Wir wollen in 
diesem Paragraphen zunächst zusehen, wie wir den Grenztibergang zu 
den Fällen II a) und III a) machen können. 

Zu dem Zwecke werden wir die Substitution machen: Xi-^Yai-Xi, 

so dass also die Identität die Form annimmt ^' »43;;^ = 0, und die 

Gleichung der Oyclidensehaar die Gestalt ^j , ' ^ 0. Hierdurch er- 
hält dann unser Potential V die Gestalt : 



i^'^* 



VJ: 



■ l^(^- ", p). 



Die partielle Differentialgleichung, welcher das ^ genügt, ist dabei gar 
nicht geändert worden. Wenn wir nun die Grenzabergänge machen, 
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Hie UDa auf Seite 57—58 zu den Kategorien II und III geführt haben, 
so geht der Factor, mit welchem li» in F multiplicirt ist, in folgen- 
den über: 



2'.' 



2. 



= soll dabei beidemal die Gleichuiig der unendlich ferneu 

Punktkugel sein. Die neuen Functionen i^ aber müssen natürlich 
ihrerseits partiellen Differentialgleichungen genügen, welche durch 
unsere Grrenzübergänge aus der ursprünglich für iji geltenden partiellen 
Differentialgleichung entstehen. Da aber die Grössen «,■ hier über- 
haupt nicht in Betracht kommen, so gestalten sich diese Grenzüber- 
gänge ausserordentlich einfach, indem sie auf ein blosses Gleichsetzen 
zweier bezw. dreier e,- hinauskommen. Dies gilt natürlich auch für 
die Lame'sche Gleichung, welche wir bekommen, wenn wir ip als 
Lame'sches Product annehmen. Wir erhalten somit folgenden Satz: 

In dem Falle JJ a) bemv. III a) Mnnm die drei Factor en des Lame sehen 
Froduotes als irgend welche drei Löstmgen einer Lame'schen Gleidiung an- 
genommen werden, welche nur in soweit pc^tictihrisirt ist, als sie im ersten 
Falle neben drei einfache)i einen zweifachen dngulären Funkt besi^t, im 
sweiten Falle aber neben ewei einfachen einen dreifachen singuBren Piinkt. 

Wir werden also in der bezüglichen Lame'schen Gleichung ein- 
fach zwei bezw. drei der e, einander gleich zu setzen haben. 

Nur in den Fällen la), IIa), Jlla), welche wir jetzt behandelt 
haben, sind, wie wir wissen, die krummlinigen Coordinaten /i, v, p 
alle drei unmittelbar definirt, in allen anderen Fällen müssen einige 
von ihnen erst durch einen Hü Ifsgrenz üb ergang eingeführt werden. 
Nun wird für diejenigen krummlinigen Coordinaten, welche in irgend 
■welchem Falle ohne Weiteres vorhanden sind, der Grenzübergang für 
die zugehörige Lame'sche Gleichung einfacli darin bestehen, dass wir 
die singulären Punkte der Differentialgleichung genau so zu mehr- 
fachen singulären Punltten zusammenrücken lassen, wie dies durch die 
Schemata der auf Seite 65—69 mitgetheilten Tabelle angegeben wird. 
Die Vertheilung der jedesmaligen MuUiplicität der et auf verschiedene 
Ekmmtartheiler (wie sie in der Tabelle füi- joden Fall ausführlich 
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angegeben wird) scheint dabei zunächst nicht in Betracht gti Isommen, 
und wir werden sehen, dass unter den Beachränkungen, welche wir 
uns in diesem Paragraphen auferlegen , dies in der That der Fall ist. 
Zu dem Zwecke müssen wir untersuchen, was heim Grenzübergange 
aus denjenigen Lame'schen Gleichungen wird, welche den krumm- 
linigen Coordinaten entsprechen, die in den jedesmal ■versehwindenden 
Intervallen verloren gehen. Wir wollen uns in dieser Hinsicht im 
gegenwärtigen Paragraphen auf die Coordinatensysteme der Tabelle 
von Seite 102—104 beschränken, d. h, auf die Fälle, in welchen die 
ohne Weiteres vorhandenen Flächenschaaren durch blosse Kugel- 
biiachel ergänzt werden. 

Fassen wir zunächst diejenigen Fälle ins Auge, bei denen eine 
Doppelwurzel (11) auftritt, bei denen also das Cyciidensystem durch 
einen Kugelbüsehel mit eigentlichem (nicht in einen Punkt ausgear- 
tetem) Grundkreis ergänzt werden muss. Der bequemeren Ausdrucks- 
weiee halber wollen wir die zusammenfallenden Punkte ßj und e^ 
nennen. Setzen wir dann nach der Seite 100 gegebenen Vorschrift: 

Jzyr{i-i-)' 

so nimmt die Lame'sche Gleichung (Formel (3) S. 117) die Gestalt an: 
WO wir der Kürze halber gesetzt haben: 

Diese Gleichung ist eine Lame'sche Gleichung n ^= 4, bei welcher 
A == und X'^ 1 einfache singulare Punkte aind, ^ = 00 aber ein 
zweifacher singulärer Punkt ist. Das auf Seite 102 — 104 gegebene 
Schema des ergänzenden Kugelhüsekels giebt also nicht unmittelbar die 
MultipUcität der singulären Stellen der Lame'schen Gleichung, sondern 
die MuUiplicilät (3) des Punktes 00 im Schema muss um Eins erniedrigt 
werden, und dementsprediend haben wir nicht mehr eiwe Lame'sche 
Gleichung « ^ 5, sondern eine n = i vor uns. 

Natürlich können wir jetzt die ungehörige Lame'sche Function in 
der Gestalt sehreiben; 

£ = L sin (y— "C- <p) + M cos {Y^JJ-^). 
Ist insbesondere der Grundkreis des Kugelbüschels nulltheilig und also 
der Winkel ip imaginär, so führen wir (vergl. Seite 101) die neue 
reelle Variable ein: 
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wonach die Lame' sehe Function die Form annimmt; 

E ^ l/-' + Mr~^-' . 
Es sei noch besonders hervorgehoben, dass zwischen den aecessoriscken 
Farametem A, B der ursprünglichen Lame'schen GleidiAing und dein 
einen accessorischen Parameter C der abgeleiteten Gleichung eine lineare 
nicht-homogene Beziehung stattfindet. 

Jetzt geben wir zu den Fallen über, wo ein dreifacher Punkt (21) 
oder ein vierfacher Punkt (31) in dem zunächst vorhandenen Schema 
auftritt, wo also der neu einzuführende Kugelbüschel einen Punkt- 
grundkreis besitzt. Machen wir hier im Falle eines Punktes (21) den 



3 IT. 1 -r -r , J 2 yr ' 

im Falle eines Punktes (31) den Grenzübergang: 

e* ^ e, + * , A = c. + E 4- E^ A', ^ = / — - , 

i i-r , 1 -r I , J 2 VJ' ' 

so nimmt die Lame'sche Gleichung die Gestalt an: 
wo die Constante C die Werthe hat: 



bezw. 



Diese Gleichung ist wieder eine Lame'sche Gleichung n = 4, in welcher 
X'^0 ein einfacher, A'= oo ein dreifacher Punkt ist. Hier ist also 
wiederum die Multiplicität des Punktes A'= oo, wie sie durch das 
Schema des ergänzenden Kugelbüschels gegeben wird, um eine Einheit 
zu verkleinern. 

Hiermit haben wir nun alle Grenzübergänge in Betracht gezogen, 
welche bei den siebzehn Co ordinalen Systemen von Seite 102 — 104 vor- 
kommen, mit Ausnahme derjenigen Grenzübergänge, welche wir ge- 
braucht haben, um das aus lauter Kugeln bestehende Coordinaten- 
system R) herzustellen. Wir haben also noch diese Grenzübergänge 
bei der Lame'schen Gleichung vorzunehmen. 

Setzen wir denn in der Lame'schen Gleichung, welche dem Falle IIa) 
entspricht; 

A = Cs + ^; 



I nimmt dieselbe die Form an: 
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„_co, ~^Ä„ J-_B,, 
so nimmt die Lame'ache Gleichung die Form an: 



L = 






Wenn wir nun in dieser Differentialgleichung k,^ durch h^ bezw. l-^ 
ersetzen, wo: 

, A^e^-i- B, , _ Ä, e, + B , _ 

und zugleich s durch y bezw. x, bekommen wir offenbar die Differen- 
tialgleichtingen für die anderen zwei Factoren des Lame'schen Pro- 
ductes. Diese drei Differentialgleichungen sind wieder Lame'ache 
Gleichungen n ^ i mit einem dreifachen singulären Punkte im Un- 
endlichen (während das Schema des entsprechenden Kugelbüschels 
einen vierfachen Punkt dort hat) und einem einfachen siuguläreo 
Punkte im Nullpunkte. Die drei Factoren des Lame'schen Produetes 
sind nun natürlich: 

L^ sin (l/^^ x) + Jtfg cos {^^^ x) , 
L^ sin (V^^iSf) + Mi cos (/^T^j), 
ij sin (]/~\s) + M^ cos (V-^hz) . 

Es ist ferner zu bemerken, dass die drei accessori sehen Parameter 
ftj, k^, \ durch die lineare Relation verbunden sind: 
k^ 4- J;^ _|_ Ä-^ = 0. 

Schliesslich fassen wir die, Resultate dieses Paragraphen folgender- 
massen zusammen: 

Für jedes der gieb^ehn h-ummlimgen Cooräinatensysteme A) — R) 
kann man Lame'sche JProducte aufstellen, deren drei Factoren Lame'sche 
Functionen sinä. Diejenigen dieser Lame'schen Functionen , welche den 
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unmitlelbar lorhanäenen tinrJä ,m Kuijelhittchehi m<i<j luteten) Ihilin 
sclmarm entspiecfieii, (jelmen :;um Falk n = > mid ihe ■'luguluitn 
Punkte bind der Lage und dm Mtdtipliedat nach durch die Sütewata 
der Flaclimschaaren gegeben Dagegen geluyten dte)entgen Lame sehen 
Functionen mm Falle n ^ 4, uelcke Kugelbubclteln entsprecfien und ihre 
singultwen Stellen werden det Lage und der Mulhpltcttitt nach dmih dte 
Schemata dfs Kugelbuscheis gegeben nw ist dabei du Multiplicitat des 
im Unendlichen liegenden mehrfachen Funltes diesei "bcliemata jedesmal 
um Ems m vermindern 

Jedcb Schema der TaMle von Seile 102 — 11)4, uehhes ea einet odet 
mehreten Sehaaren ton nicht zetfaUenden Flauten gehotf, liefetf swei 
acce&'^oribche Paiameiet tn der Lami bchen Gleichung Jedes Schema 
cAer, welches einem Kugelhtschel angehört, liefert nw einen arca-bonschen 
Fatametei Alle accessot ischen Paramettt dbet, nelche bei einem und 
demselben Cootdinatensystem außreten, sind m det Wau durch lineaie 
Btsiehimgen mit etnandfr t&hunden, dass, wenn iri/etid wcldie zu.et von 
ihnen helifhig festgelegt werden, die übrigen dadutdi bestimmt bind 



§ 2. Die Lamö'aehen Produote für beliebige Äusartimgeii des 
cyclidischeo Cooräinatensysteins, 

Wie schon früher bemerkt wurde, ist die Tabelle von Seite 102—104 
nur insofern eine vollständige, als in ihr alle dreifach ortlioj^onalen 
Flächen Systeme, welche als Ausartungen des allgemeinen cjclidischeu 
Systems angesehen werden können, einmal auftreten. Wir wissen 
aber, dass es viele andere Grenzübergänge zu den verschiedenen aus- 
gearteten Fällen giebt, als gerade diejenigen jener Tabelle. Der Voll- 
ständigkeit halber müssen wir also noch solche Grenzübergänge in 
Betracht ziehen, bei denen ein Kugelbüschel als zunächst vorhandene 
ausgeartete Cyclidenschaar angesehen wird, welche dann vermittelst 
Hülfsgrenzübergang durch allgemeinere Flächenschaaren ergänzt werden 
musa. Wir wollen nun in diesem Paragraphen zeigen, dass, durch welche 
Grenzübergänge man audi zu einem gewissen Coordinatensgstem kommen 
mag, man immer auf dieselben Lame'scJien Producte geführt wird. 

Gehen wir zunächst vom Kugelbüschel mit eintheiligem Grund- 
kreis I' c^) aus. In dem Schema dieser Cyclidenschaar haben wir 
einen dreifachen Punkt und zwei einfache Punkte; also haben wir 
zunächst als entsprecHeiiden Factor des Lame'schen Productes eine 
Lame'sche B'unction « = 5 mit einem dreifachen siugulären Punkte. 
Dagegen fanden wir im vorigen Paragraphen, dass diesem Kugel- 
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büscliel eine Lamö'sclie Gleieliang w = 4 mit einem zweifachen singu- 
lären Punkte entspricht. Dieser Widerspruch wird folgender massen 
aufgehoben: Von dem Kugelbüschel ausgehend machen wir einen 
Hülf'sgrenzübergang zu irgend welchen ergänzenden Pläehenschaareu 
(etwa nach Vorschrift von S. 97 zu Rotationscycliden I'bj)). Indem 
wir denselben Grenzübergang in der dem Kugelbüschel entsprechenden 
Lame'schen Gleichung machen, bekommen wir eine neue Lame'sche 
Gleichung « = 5 mit den einfachen singulären Punkten 0, f^, /j und 
dem zweifachen aingulären Punkte oo. Nun stellt sich aber durch 
leichte Rechnung heraus, dass, sofern der eine accessorisehe Parameter' 
der neuen Lame'schen Gleichung nicht unendlich sein soll, die accesso- 
rischeu Parameter a, h der ursprünglichen Lame'schen Gleichung nicht 
beliebig gewählt sein dürfen, sondern der Gleichung ae^ + & = ge- 
nügen müssen. Dies ist aber (vergl, S. 167) geradezu die Bedingung 
dafür, dass, die Lösungen dieser Gleichung nach Abtrennung des 

Factors {k — e^) in den Fall m i= 4 ausarten. Hierdurch sind wir 
geradezu auf das Resultat des vorigen Paragraphen gekommen, nur 

dass wir dort den Factor (A — e,) nicht hatten, weil damals e^ im 
Unendlichen lag. Aehnliches gilt nun auch für alle anderen Fälle 
dieser Art, wie wir durch folgenden Satz notiren wollen*): 

Die Schemata äer Tabelle Seite 65—69 gehen die Lage und die Mul- 
tvphcitat der singulären Funkte der Lame'schen Functionen « = 5 an, 
welche 0u den entsprechenden Flächenschaaren gehören. Wenn aber C; ei« 
mehifa^lter PanM eines Sdiemas ist, welchem drei verschiedene Elementar- 
theiler entsprechen, so müssm die accessorischen Farameler dieser Lame- 
Sf^en Function in der Weise spedalisirt werden, dass die Lame'sche 
Function nach Abtrennung des Factors (A — e,)~ *' in den Fall )i = 4 
ausartet. 

Diesen Satz, dessen Begründung wir bis jetzt nur für den Fall l'e^) 
angedeutet haben, können wir nun folgendermassen allgemein ohne 
jede Rechnung beweisen. 

Fassen wir zunächst die Fälle ins Auge, in denen ein dreifacher 
Punkt (111) im Schema vorkommt**). In diesem dreifachen Punkte 
sind zwei Intervalle verloren gegangen, welchen eigentliche Flächen- 



*) Hiev sind die Fälle le), If), Hg), bei denen überhanpt keine Flächen- 
Kchaav vorhanden ist, ganz ausser Betracht gelassen. 

**) Also die Fälle I'Ci), I'cJ, I"c), 11 c). Dies sind alle die Fälle, bei welchen 
wir es mit einem Kugelbüschel mit eigentlichem (nicht verschwindendem) Giund- 
kreise zu thun haben. 
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schaaren entsprechen*). Wenn also nicht unendlich starlie Oscillation 
in den Werthen des Lame'sehen Productes beim Uebergange von 
irgend einer Fläche einer dieser Schaaren zu irgend einer anderen 
eintreten soll, so muss (vergl. Seite 172) die Kraft in den zwei ver- 
schwindenden Intervallen unendlich schwach gemacht werden, d. h. 
die Hölfsgerade der ursprünglichen Lame sehen Gleichung muss durch 
den dreifachen Punkt hindurchgehen, und es wird hiemach die Lame- 
sehe Function in der angegebenen Weise ausarten. 

Nun scheinen die obigen Beti achtun gen ohne Weiteres auf den 
Fall eines mehrfachen Punktes (21) jder (^31 1 anwendbar zu sein. 
Dem ist aber nicht so, denn wie man an den Grenzübergängen von 
S. 95 — 96 sieht, variirt der Parameter X der Schaar, welche hier ver- 
loren gegangen ist, nicht über das ganze verschwindende Intervall, 
sondern nur über Segmente desselben, weiche unendlich klein von 
einer Ordnung sind, die um eine Einheit kleiner ist als die Multipli- 
cität des betreifenden Punktes. Dies bewirkt aber gerade, wie leicht 
nachzurechnen ist, dass das entsprechende Zeitintervall in unserem 
mechanischen Hülfsproblem nicht wie oben unendlich wird, sondern 
endlich bleibt. Die Kraft braucht also nicht mehr unendlich sehwach 
zu sein und hierdurch ist jeder Grund aufgeh{)l)eii, weshalb die accesso- 
rischen Parameter noch speeialisirt werden sollten. 

Dagegen bei einem Punkte (211) oder (311) d.h. in den Fällen 
II f) und Illd), ist das Segment, über welches l variirt, zwar auch 
unendlich kurz in Vergleich zu den ganzen lutervallea, aber nur von 
einer Ordnung, die um £wei Einheiten kleiner ist als die Multiplicität 
des betreffenden Punktes. Hiernach wird das betreffende Zeitintervall 
unendlich, und es müssen wiederum die accessorischen Parameter 
gerade so speeialisirt werden wie vorhin. 

Auf die hier nur flüchtig berührten Punkte gehen wir hier um 
so lieber nicht näher ein, als wir später (Kapitel 111, § 4) Gelegen- 
heit haben werden, auf dieselben ausführlich zurückzukommen. 



*) Wegen des Talles Tc^), in dem die eine Flächensohaar in der unmittel- 
baren Nähe des dreifachen Punktes zu suchen ist, vergl. man g 4 des näehaten 
Kapitels. 
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§ 3. Allgememe ZasammenfaBBung. Hiatoriacher Bericht über die 
Theorie der Lamö'sohan Producte. 

Wir haben in dfn voraufgehenden Paragraphen gefunden, dass 
ausser Lame'sehen Functionen n = 4, welche stets durch trigono- 
metrische Functionen ausgedrückt werden können, noch verschiedene 
Larae'sche Functionen n = 5 in unserer Theorie der Lame'sehen 
Producte vorkommen. Ausser den allgemeinen Lame'sehen Functionen 
n = 5, welche nur in den allgemeinen Fällen I'a) und l"a) vor- 
kommen, finden wir noch folgende fünf Fälle. Wir geben die Mul- 
tiplicität der singulären Punkte durch ein Schema an und belegen 
die Functionen zugleich mit Namen: 

Functionen der dreiaxigeu Flächen ,, | j | 

zweiten Grades*), '' ' ■ ' 



Functionen des Rotationskegels**), 



Fnnctionen der zweiaxigen Cjlinder 
zweiten Grades ***), 



Functionen des Rotationscy linders f), — —- - — [|j— 
Functionen des parabolischen Cylin- ,,1. 



Man bemerke, dass die Lame'sche Function « = 5 mit 
fünffachen singulären Punkt für uns nicht in Betracht kommt. 



*) „Lamö'sche FuDCtioiieu im engeren Sioae", nur dasa bei uns die aecesBo- 
rischen Paj-ameter ganz wiilkfirlich. bleiben, 

*') Hierher gehören nicht nur die „ Kegelf Qnctionea" von Mehler, sondern 
auch, da bei uns die Indices (aceeEaoriachen Parameter) ganz nnbeschränkt 
sind, alle „Kugelftinctionen" und „Zugeordnete PnncUonen" Heine's. Ich selber 
habe in meiner Preisachrift diese Functionen „Kugelfunctionen eines Argumentes" 
benannt; doch scheint es zweckmässig, daa Wort Kugelfitnctwn im Smne von 
Sir William Thomson zu gebranchen, was auch mit der Heine'schen Bezeichnung 
nicht collidirt. 

***) Yon Heine, der die acceaaoriechen Parameter wiederum specialisirte, 
„Fnnctionen des eUiptisehen Cjlinders" benannt. 

t) Auch „Bessel'Bche Functionen" benannt. 

Bflchar, KaihanantwickelunaBn der Potentialtbeorie. 13 
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Nun ist es als eni Hauptergebniss dieses Kapitels anzusehen, dass 
dieselbe Art Lame'seber Functionen bei sehr verschiedenen Fläeheu- 
sjstemen auftreten kann. Dies stellen wir folgender masseii zusammen, 
indem wir jedesmal nur die einfachste Gestalt der betreffenden Flächen- 
schaaren nennen, aus der alle anderen durch reelle Kreisverwandt- 
schaft hervorgehen: 

II a) Allgemeine Flächen zweiten Grades 

r bj) Kegel zweiten Grades, 



i'M 



Rotation sringcyciiden und zwei- 
theilige Rotation scycüden. 
rby) Zweitheilige Kotationscycliden, 
I" b) Eintheilige Kotationscycliden '''). 

r dj) Rotationskegel. 
rd|) Kreisringe. 

I Rotationsflächen zweiten Grades 
IIb,)! (abgeplattete Ellipsoide und ein- 

I scbalige Hyperboloide). 

I Rotationsflächen zweiten Grades 
II h.^'j \ (verlängerte Ellipsoide und zwei- 
ge Hyperboloide). 



Functionen ■ 



II d) Cylinder zweiten Grades, 
lila) Allgemeine Paraboloide. 



j Functionen der zweiaxigeii 
j Cylinder zweiten Grades. 



II e) Rotationscy linder. 
111 b) Rotation spar aboloi de, 

HI e) Parabolische Cylinder. 



(Functionen dea Rotationa- 
cjlinders. 

i Functionen des piiraboli- 
J sehen CjHnders. 

Diese Gruppirung verschiedenartiger Flächen findet durch die hier 
dargelegte Theorie eine höchst anschauliche gemeinsame Erklärung (K), 
In der That sind einfach solche Fläehenschaaren (die Kugelbüschel 
ausgeschlossen) zusammengruppirt, deren Schemata, waa die MulUpli- 
dtät der Punkte angeht, übereinstimmen, 

*) Die hier anftretenden Functionen nnterseheiden .sich natürlich von den 
Pnautionen der vier vorangehenden Fälle dadurch, dasa Kwei ihrer einfachen 
siugnlären Fnnkte einander conjngirt imaginär sind. 
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UebrigeDs sind die Ijame'schen Producte für alle unsere siebzehn 
verschiedenen Coordinatensjsteme, oder wenigstens für die einfachsten 
(symmetrischen) Gestalten .derselben, bereits von früheren Autoren 
aufgestellt vforden. Hierüber wollen wir jetzt einen kleinen histo- 
rischen Bericht geben*). Dabei soll stets vorausgesetzt werden, wenn 
nicht das Gegentheil ausdrücklich behauptet wird, dass es sich nur 
um die symmetrische Form des betretfenden Coordinatensystems han- 
delt (aus der die allgemeine Form durch Inversion entsteht). 

Die Lame'schen Producte für die Coordinatenaysteme ß) (Parallel- 
ebenen) und N) (Rotationscylinder etc.) gehen im Wesentlichen auf 
Euler (1764) zurück. Freilich beschäftigte sich derselbe nicht mit 
unserem Potentialproblem, sondern mit dem Problem der Schwingung 
gespannter Membranen, welches Problem aber, was die Aufstellung 
Lame'scher Producte angeht, mit unserem Potential pro blem fast iden- 
tisch ist. Für das Potentialproblem selber wurden die Lame'schen 
Producte für das Coordinaten System ß) von Fourier (1812), für das 
Coordinatensyatem N) in specieller Form von Fourier, dann aber all- 
gemein von Poisson (1823) aufgestellt. 

Dagegen sind die Lame'schen Producte für das Coordinatensystem 
H) (gewöhnliehe Polarcoordinaten) schon von Laplace (1782) gefunden 
worden. 

Erst von Green (1833) und Lame **) selbst wurden die Lame'schen 
Producte im Falle I) (elliptische Coordinaten) aufgestellt. Einige Jahre 
später (1839) hat Lame auch die Producte für das Coordinatensystem 
E) (Kegel zweiten Grades) abgeleitet. Dieselben sind aber in seinen 
späteren Werken, sowie auch von anderen Mathematikern wenig be- 
nutzt worden. Ebenfalls mit dem Namen Larae's sind die Coor- 
dinatensystem e K) und L) (Rotationsflächen zweiten Grades) zu 
verbinden, der übrigens ursprünglich (1839) nicht bemerkte, dass die 
Functionen, auf welche man hier geführt wird, auf diejenigen zurück- 

*) üenaaere literarische Nachweise findet man in dem vom Verfasser ge- 
schriebenen SchluBskapitel des Bjerlj'BChen Lehrbuches: Fourier'a Serjee and 
Spherical barmoniea, vergl. auch III, 3, g 7. 

*•) Hierbei scteint Green sehr wenig oder vielleicht gar keine Priorität zu 
haben. Green's Abhandlung wurde 1833 vorgelesen und 18S5 gedruckt. Dagegen 
erscheint Lame's erste Arbeit über diesen Gegenstand im Tome ¥ der „SavantB 
fitrangera", welcher das Datum 1838 trägt. Es ist aber kein Zweifel, dasa diese 
Abhandlung schon früher erachieuen war, denn erstens ist sie im zweiten Bande 
dea LioQville'schen Journals (1837) schon abgedruckt, und zweitens wird sie in 
einer Arbeit von demselben Verfasser Tom Jahre 1834 (Journal de l'Ecole Poly- 
technique Cahier 23 S. S35) citiri Die Abhandlung selber trägt kein Datum, 
der Band der Savants ßtrangers enthält andere Abhandlungen von 1825 hia 1834. 
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kommen, die schon von Lapiace eingeführt wareu. Auf diese Ueber- 
einstimmuDg hat zuerst Heine (1842) aufmerksam gemacht. 

Als nach st behandelt es Coordinatensystem ist das System G) (Kreis- 
ringe etc.) zu nennen. Die Lame'sehen Producte in diesem Falle 
wurden von C. Neumann (1864) aufgestellt; dieselben linden sich auch 
in einem Fragmente des Riemann'schen Nachlasses, welches nach 
einer Schlussbemerkung in den von Hattendorf herausgegeben Vor- 
lesangen Riemann's über partielle Differentialgleichungen auf das Winter- 
semester 1860— Ol zurückzugehen scheint. 

C. Neumann hat ebenfalls (1862) die Lame'sehen Producte für 
das Coordinatensjatem H) in unsymmetrischer Form aufgestellt. 

Die Lame'sehen Producte des Coordiaatensystems M) (Cylinder 
zweiten Gfrades) sind zuerst nicht für das Potentialproblem, sondern 
für das Problem schwingender Membranen von Mathieu (1868) auf- 
gestellt. Für das Co ordinaten System Q) (parabolische Cylinder) ist 
von H.Weber (1868) ein Problem gelöst, welches im Wesentlichen mit 
der Aufstellung Lame'scher Producte übereinstimmt. 

Schon im Jahre 1870 behauptete Mehler, ohne die Rechnungen 
mitauth eilen , dass beim Coordinatensystem P) ( Rotation sparaboloi de) 
Beasel'sche Functionen auftreten würden. Die wirkliche Aufstellung 
der Lame'sehen Producte ist aber erst von C. Bär (1881) geschehen. 

Im Jahre 1875 stellte Wangerin die Lame'sehen Producte für die 
Coordinatensysteme C), D), F) (Rotationscycliden) und im nächsten 
Jahre für die Coordinatensysteme A) und B) (allgemeine Cyehden) 
auf. Auch die unsymmetrischen Formen dieser letzten Coordinaten- 
systeme wurden dann in demselben Jahre von Darboux behandelt. 

Hiermit haben wir von allen unseren siebzehn Co ordinaten - 
Systemen Rechenschaft gegeben mit Ausnahme des Falles 0) (allge- 
meine Paraboloide). Die Lame'sehen Producte dieses Falles scheinen 
zuerst 1888 gleichzeitig von Greenhill und C. Bär aufgestellt worden 
zu sein. Das Coordinatensystem ist aber schon (1874) in einer post- 
humen Abhandlung Lame's als isothermisches Coordinatensystem aus- 
führlich unteraocht worden. 

Allen diesen MuBelarbeiten gegenüber hat die hier gegebene I)ar- 
stellmig den Vorzug der einlieitlichen Ableitung aiis einem obersten Frincip. 

Sehlieaslieh wollen wir noch einige Punkte besprechen, in welchen 
die gewohnliche Theorie von der von uns entwickelten Theorie ab- 
zuweichen scheint. 

Zunächst bemerken wir, dass in den meisten einfachen Fällen der 
Factor T, mit welchem unsere Lame'sehen Producte zu multipliciren 
waren (vergl. S. 147), in der gewöhnlichen Theorie nicht vorkommt. 
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Dies ist für die Kategorien II und III sehr einfach zu erklären. In 
der gewöhnlichen Theorie wird nämlich nicht nur die gemeinsame 
Singularität (Doppelpunkt, hiplanarer Punkt etc.) aller Flächen der 
Sehaar ins Unendliche geworfen, wodurch die Cjcliden zu Flächen 
zweiten Grades werden, sondern auch der Funkt e,, welcher zum 
mehrfachen Elementartheiler des Schemas gehört, wird ins Unendliche 
geworfen. Es entspricht also dem Parameterwerthe l^oo eine Fläche, 
welche auf den unendlich fernen Raumpunkt zusammengeschrumpft ist. 
Diese Fläche ist dann, wie leicht zu sehen, die doppeltgezählte unend- 
lich ferne Punktkugel. Nun enthielt aber der Factor T im Zähler die 
_, -te Potenz der linken Seite der Gleichung der unendlich fernen 
Punktkugel, im Nenner aber die -te Potenz der linken Seite der 
Cyclidengleichung A = oo. Hiernach reducirt sich unter den oben 
genannten besonderen Voraussetzungen der Factor T auf eine blosse 
Constante, und kann deshalb ganz weggelassen werden. 

Wenn wir genau zusehen, finden wir, dass die Fälle, in welchen 
die PotenlialgleJchung durch Lame'sche Producte ohne Hinzufüguijg 
eines Factors zu befriedigen ist, diejenigen sind, in denen das 
Co ordinalen System aus Flächen ersten oder zweiten Grades besteht, 
nur dörfen diese Flächen nicht sämmtlich Kugeln, wohl aber sämrat- 
lich Ebenen sein. 

Diese Thatsache' ist in der grossen Mehrzahl der Fälle durch die 
oben angestellten Betrachtungen erklärt. Es giebt aber auch in der 
Kategorie I zwei Flächenschaaren I'bt,) und l'd^), welche vom zweiten 
Grade sein können. Hierüber müssen wir noch ein Paar Worte sagen. 
Denn auch in einer anderen Beziehung sind diese zwei Fälle 
be achten swerth, indem derjenige Factor des Lame'sehen Productes, 
welcher sieh bei ihnen auf den ergänzenden Büschel concentrischer 
Kugeln bezieht, bei uns die Form hat: 

in der gewöhnlichen Theorie aber die Form : 

Lr^ _|_ Mr-"-' . 
Dieses Alles erklärt sich nun dadurch, dass, wenn wir e, = oo setzen, 
der Factor T sich auf r ' reducirt '"). 



*) Hiernach erscheint die Fnoctioo Lr" -f- Mi~" nicht als Specialfall 
r Lame'Bchen Function. Es igt aber keineswegs ausgeschlossen, daas sie so 
lieinen könnte, wenn wir zu dieaec CoordiaatenByatemen duveh andere Qrena- 
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Natürlich sind noch in der gewühulichen Darstellung ausser dem 
Punkte £[ die auderen Punkte e, auf specielle Weise festgelegt, so z. B. 
im Falle Ti\) q = oo, % = 0, e^= 1 *). Hierauf gehen wir aber, 
der Kürze halber, nicht naher ein. Nur über den Fall IIa) wollen 
wir noch Einiges erwähnen. 

Nachdem wir in diesem Falle e, ^ oo gesetzt haben, wird das 
Integral t einfach zum elliptischen Integrale: 

t=f-—. ^^ 

Es liegt also nahe die Punkte Cg, c^, t= so festzulegen, dass 
^3 "l~ ^4 ~l" ^li ^ "^ ) wodurch ( geradezu auf die Weierstrasaisehe 
Normalform gebracht wird. Wenn nun dies unter Umständen beim 
Studium des Falles IIa) selber bequem sem kann, so müssen wir 
doch bemerken, dass wir hierdurch gewisse Gieuiiubergdnge zu weiter 
1 Fällen, namentlich zum Falle Ild), unmöglich machen**). 



Kapitel 3. 

TJeher aasgeartete Oy^^i'l^i'^^*'^^^^*'^^ ^^^ ^i^ zugehörigen 
BandwerthantgaÜen. 

§ 1. Geometrisches über die Ausartungen des allgemeinen 
CyolidensecliBflachs, 

Im zweiten Abschnitte dieses Buches haben wir den allgemeinen 
Körper betrachtet, welcher von sechs confocaleu Cycliden begrenzt ist. 



Übergänge gekommen wären; und in der That ist dies der Fall, weuu wir vom 
EugelböBchel II c) a-uagehen, wie man thun muBs, wenn man, wie es meistens 
geschieht, das System IIa) ah allgemeinstee System aasieht. 

*) Hinterher wendet man wiederum die früher erwähnte quadratische Traas- 
fotmation an. Vergl. S. 113. 

**) Diese Uomögliehlieit hat Herr HäntzBciiel hemerkt (Diesertation, Berlin 
1883, weiter aasgefülirt in Schlümilch'e Zeitschrift Bd. 31); aber da er sich nicht 
entachlieeaen konnte von der Weierstrassischeu Normalfonn der elliptificlien Inte- 
grale abzuweichen, kam er zu dem SchluBse, dann die Functionen der Kweiasigen 
Cylinder kein Speoialfall der Fanetionen der dreiaxigen Flächen Eweiten Grades 
sein könnten, und daes folglich alle früheren Mathematiker, namentlich Heine, 
eich in diesem Punkte geirrt hätten! Neuerdings scheint Häntzschel diese An- 
sicht aufgegeben zu haben. Vergl. dessen Bach: Ueber die Eednction der Po- 
tentialgLeichung auf gewühnliche DifFerentialgleichuugeu. S. 68. 
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Wir hatten damals insbesondere zwei solche allgemeine Cyclidenseehs- 
Sache zu unterscheiden, welche bezw. zum Falle I'a) und I"a) ge- 
hörten. In diesem Paragraphen wollen wir nun die verschiedenen 
Ausartungen, bezw. Modificationen dieser Körper kurz zur Sprache 
bringen, mit welchen wir uns späterhin beschäftigen müssen. 

Zunächst werden wir, den fünfzehn ausgearteten Orthogonal- 
systemen der Tabelle von Seite 102—104 entsprechend, fünfzehn 
wesentlich verschiedene ausgeartete Sechsflache bekommen. Auf diese 
Seehsflache kommen wir zum Schluss dieses Paragraphen zurück. 

Aber auch bei den allgemeinen Orthogonal Systemen I'a) und I"a) 
können wir unsere Körper ausarten lassen. Wir haben schon früher 
darauf aufmerksam gemacht, dass, wenn wir unser Gyelidensechsflach 
in eine Richtung hin sich verlängern lassen, während seine anderen 
Dimensionen fest bleiben, die zwei den Körper in dieser Eichung be- 
grenzenden Seitenflächen schliesslich zusammenfailen werden, während 
der Körper selber sich zwischen ihnen in ringförmiger Gestalt er- 
streckt. Dies geschieht, wenn das entsprechende Segment sein Inter- 
vall genau vier Mai überdeckt. Dies ist an sich noch nicht als eine 
Ausartung des Körpers anzusehen. Wir wollen aber jetzt eine wesent- 
liche Modification eintreten lassen, indem wir die zwei zusammen- 
fallenden Seitenflächen einfach wegnehmen. Bikrdurch hemmen wir 
ein ringarüges Cyclidenvierßach. Diese Modification werden wir dann 
dadurch schematisch andeuten, dass wir die zwei Endpunkte des Seg- 
mentes mit einander verschmelzen und dadurch ein geschlossenes Seg- 
ment bekommen, weiches sein Intervall zweimal umspannt. 

Will man ferner Korper in Betracht ziehen, welche den Raum 
mehrfach erfüllen, so kann man auch Segmente benutzen, welche nach 
2/;-maliger Umspannung ihres Intervalles in sich selbst zurücklaufen. 
Hierdurch bekommt man Cyclidenvierflaehe , welche wiederum eine 
ringförmige Gestalt haben, wobei man aber den Ring ^-mal umlaufen 
muss, um nach dem ursprünglichen Körperpunkte zurückzukommen*). 

Nun liegt uns nichts im Wege, dass wir den besprochenen Proeess 
gleichzeitig auf zwei der drei Segmente anwenden, wodurch wir Körper 
bekommen werden, welche durch ein gewöhnliches und zwei ge- 
schlossene Segmente repräsentirt werden; die geschlossenen Segmente 
mögen ihre Intervalle 2k- bezw. 2i-mal umspannen. Zunächst ist nach 
dem oben Gesagten ohne Weiteres klar, dass, falls nicht k ^ l = 1^ 

*] Dagegen wQrde ein geschlossenes Segment, welches sein Intervall eine 
ungerade Anzahl von Malen nmspauut, nicht zur Charakterisirnng eines Eärpere 
branchbar sein. 
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der Körper den Raum mehrfach erfüllen wird. Aber auch wenn 
Ä> = ; = 1 j tann, wie wir jetzt sehen werden, derselbe Umstand eintreten. 
Wir haben es im vorliegenden Falle mit Cyclidenz weiflachen zu 
thun und wollen zunächst beweisen, dass jede der hegremmdm Cydiden- 
flädien eine dreifach ßusammenhängende sein muss. Den Beweis führen 
wir dadurch, dass wir zeigen, dass, von einem beliebigen Punkte der 
Fläche ausgehend, man drei Wege auf der Fläche beschreiben kann, 
welche zum ursprünglichen Punkte zurückfuhren, und welche nicht durch 
stetige Aenderung in eiuander übergeführt werden können, dass dann 
einer von diesen Wegen sich auf einen Punkt zusammenzzehen lasst, 
während jeder andere Weg, welcher nicht auf einen Punkt zus^mmen- 
gezogeii werden kann, durch stetige Aenderung iu eine Wiederholung 
und Zusammensetzung der übrigen zwei Wege umgeformt werdeu kann. 
Wir sehen dies sofort durch Betrachtung des Schemas. In der That 
wird der Raumpunkt einen geschlossenen Weg beschreiben wenn die 
drei Punkte (i, v, q, von ihren Anfangslagen ausgehend, sich bewegen 
und schliesslich jeder zu seiner Anfangslage in dem das Intervall 
mehrfach überdeckenden Segmente zurückkehrt. Soll insbesondere der 
Weg auf der einen Begrenzungsfläche des Zweiflachs liegen, so müssen 
wir denjenigen der drei Punkte (i, v, p festhalten, welcher in dem 
gewöhnlichen Segmente liegt, und zwar in dem einen oder dem an- 
deren der Endpunkte dieses Segmentes, Die zwei anderen Punkte, 
sagen wir ft, v, bewegen sich dann in geschlossenen Segmenten. Nun 
betrachten wir zunächst folgende drei Fälle: 

1) Die Punkte ft und v umlaufen ihre Segmeute bezw. und 0-mal, 

2) „ „ V >, ■; „ ■ >, r „ " „ I „ , 
^) „ „ n ^> „ n .. >, „ 1 „ „ - 

Die drei entsprechenden Wege des Raumpunktes können offenbar nicht 
durch stetige Aenderung in einander übergeführt werden. Dagegen 
kann die Bewegung der Punkte ft und v im ersten Falle, des Punktes 
(A im aweiten, und des Punktes v im dritten durch stetige Aenderung 
ganz aufgehoben werden. Hiernach sieht man erstens, dass der Weg 
des Raumpunktes im ersten Falle sich auf einen Punkt zusammen- 
ziehen lässt, und zweitens, dass jeder andere Weg des ßaumpunktes, 
welcher einem m- maligen Umlaufen des Segmentes ft und einem 
w-maligen Umlaufen des Segmentes v entspricht, durch stetige Aende- 
rung auf eine »-malige Beschreibung des zweiten und eine »w-malige 
Beschreibimg des dritten Weges zurückgeführt werden kann. Hier- 
durch haben wir den versprochenen Beweis erbracht. 

Nun wissen wir aber, dass die Seitenflächen unseres Oyeliden- 
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zweiflachs entweder a) eintlieilige Cyclidea sind, oder b) Hälften von 
zweitheiligen Cycliden, oder e) Ringeyclideii. 

Es sind aber die Flächen, welche in den zwei ersten Fällen vor- 
kommen, als schlichte Flächen betrachtet einfach zusammenhängende. 
Wir haben aber gesehen, dass unsere Begrenzungsflächen dreifach 
zusammenhängend sind, und dies kann also in den Fällen a) und b) 
nur dadurch der Fall sein, dass sie die betrefi'enden schlichten Flächen 
zweifach überdecken*). In diesen beiden Fällen wird also der Körper 
den Raum mehrfach erfüllen. Wir bekommen also folgendes Resultat: 

In den allgemeinen Fällen Ta), I"d) r <■ r e t 

ist das nd>enstehmde das einzige Schema 1 — ^^ '^ '- g- ^^ 

mit £wei gestMossenen Segmenten, weldies " "" 

einen Körper darstellt, der Iceinen Theil des Saumes mehrfach erfüllt. 

Der durch dieses Schema dargestellte Körper ist, wie man sofort 
sieht, der Zwischenraum zwischen zwei Ringeycliden , von denen die 
eine die andere umschlieest. 

Wollten wir schliesslich alle drei Segmente durch geschlossene 
Segmente ersetzen, so würde unser Körper gar keine Begrenzung 
mehr haben und folglich den ganzen Raum erfüllen. Man zeigt aber 
leicht, dass der Körper den ganzen Raum mehrfach erfüllen wird, 
indem man, auf ähnlichem Wege wie soeben, beweist dass der Körper 
vierfach zusammenhängend ist. 

, Kehren wir jetzt noch einmal zu den Cyclidenzweiflachen zurück, so 
drängt sich die Frage auf: Wie können wir unsere Schemata modifieiren, 
damit sie Korper darstellen, welche von zwei einfach zusammenhängenden 
Cyclidenflächen begrenzt sind, aber den Raum nur einfach erfüllen? 

Betrachten wir, um die Ideen zu fixiren, ein Cyclidenvierfiaeh, 
welches durch zwei zweitheilige Cycliden und zwei Ringeycliden be- 
grenzt ist und etwa das nebenstehende 

Schema besitzt**). Lassen wir jetzt das - --t---- ^ ir^ '" ■(- "■ j " ifa J'- |-- — 
Segment n^n^ sich bis zum Punkte e^ hin ' 

verlängern, so wird sich die Seitenfläche v = n^ unseres Körpers auf 
sich selbst zusammengefaltet haben und folglich , sofern wir den 

*) Wir habeo es hier, wie leicht zu aehen ist, mit der gewöhnlichen awei- 
blättrigen Eiemann'solien F^che mit vier Veraweigungsp unkten au thun, wekbe 
bekanntlich eine dreifach zusammenhängende ist. 

**) Um die folgenden Eat Wickelungen au verstehen mnas man sich das 
Orthogonal 8 jatem möglichet lebhaft vorstellen (vergl. S. 76—78) und genau zu- 
sehen, welche Fläch enschaaren den verschiedenen Intervallen entsprechen. Dann 
kann man Kich ohne grosae Mühe den Körper eonstruiren, der zu einem vorge- 
legten Schema gehört, indem man jedesmal von einem kleinen würfelförmigen 
Körper ausguht, dessen Dimenaionen man dann in geeigneter Weise wachsen läset. 
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schlichten Raum betrachten, nicht mehr eine eigentliche Begrenzung 
des Körpers bilden, sondern nur noch eiuen Querschnitt in demselben. 
Diese Seitenfläche kann also ganz weggenommen werden, ohne dasa 
der Körper aufhört völlig begrenzt zu sein. Dies wollen wir durch 
ein Kreuz im betreffenden Segmentenendpunkte andeuten. Das hier- 
,. ^ -■. •- durch erhaltene Cycliden dreiflach wird 

- ■-■■! b^ »- "' ''" - ^'' j dann durch das nebenstehende Schema 

dargestellt. 
Wollen wir schliesslich dieses Cyclidendreiflach zu einem Cycliden- 
zweiflach machen, so lassen wir das Segment e^Wj sein Intervall genau 
zweimal überdecken, so dass auch sein Endpunkt «, in e^ hineinfällt. 
Hierdurch haben wir dann bewirkt, dass die Seitenfläche «j überhaupt 
nicht mehr eine eigentliche Begrenzung, sondern nur noch ein Quer- 
schnitt im Korper ist. Dieselbe kam folglieh weggenommen werden 
und wir bekommen ein Cyclidenzweiflach, welches den ßaum nur einfach 
erfüllt und dessen Seitenflächen aus je einer Hälfte zweier zweitheiliger 
,. ^ ,. ^ ^ Cycli den bestehen. Dasselbe entspricht dem. 

nebenstehenden Schema. 

Dieses Beispiel wird genQgen, um zu 

zeigen, auf welcher Weise man Cyelidendrei-, -zwei- und sogar -einflaehe 

bekommen kann. Zwei Punkte mögen noch besonders besprochen werden. 

Zunächst ist kein Grund vorhanden, 

e, /■, .■: -. /•. warum ein und derselbe Körper nicht 

j |— — i J F ^^ f~^\ auf mehrere verschiedene Weisen als Aua- 

,._ ,.^ ^^ ,., ,. artung eines allgemeinen Cyclidenseehs- 

1,- |7^J«=--i.|=i''; flachs augesehen werden könnte; und in 

' ' der That ist dies auch häutig der Fall. So 

f' . I J_--J/ . -p-..w, I ''_____ z.B. steilen nebenstehende vier Schemata 
' c '"rK" einen und denselben Körper dar, näm- 

lich das Cyclideneinflach , welches von 
einer Schale der zweitheiligen Cyelide 
[1 = »ii begrenzt ist *). 
Zweitens bemerken wir, dasa eine Seitenfläche unseres Körpers 
so auf sich selbst zusammengefaltet sein kann, dass ein Tbeü der- 
selben nicht mehr als eigentliche Begrenzung des Koipeis dient und 

*) Diese Fläche theilt den Elim la iwei tjdideneinflaihe welche natürlich 
m der Ceometrie dei leciproteo Radien iicht al= Innere ind AeusBPies 
unterschieden werden können. Dieselben ainl vi Imehr dxda ch /u rharakteiisiren 
dass nur das eme derselben eine Sjmmetnekugel m seinem Inneren enthalt Das 
andeib wekhea hem Kugel nicht eathilt wird durch die obenstehenden S^he 
mata dargestellt 
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folglich weggenommen werden kann, während der übrige Theil noch 
eine wirkliche Begrenzung bildet. Dies tritt z. B. ein bei dem Körper, 
welcher durch nebenstehendes Schenaa dar- 
gestellt wird für die Seitenfläche v = e^. 
Indessen werden wir eine Seitenfläche nie- 
tnals Mos mm Theil wegnehmen, da unsere Methoden uns nicht ge- 
statten werden, die Randwerthaufgabe für solche KBi'per zu lösen. 
Hieran knüpfen wir noch die Bemerkung, dass der Endpunkt eines 
Segmentes- nur dann gekreuzt werden kann, wenn a) dieser Endpunkt 
in einem singulären Punkte liegt und b) das andere Intervall, welches 
an diesen singulären Punkt grenzt, ein Segment enthält, welches sich 
in dem betreffenden singulären Punkte umbiegt, und c) die zwei TbeJle 
dieses Segmentes sich gleich weit von dem singulären Punkte aus er- 
strecken, wobei der Fall eines geschlossenen Segmentes mit ein- 
geschlossen sein soll. 

Fassen wir jetzt noch die ausgearteten Orthogonal Systeme ins 
Auge, so bekommen wir zunächst den fünfzehn Fällen C)— Q) ent- 
sprechend fünfzehn verschiedene ausgeartete Oyelidensechsflaehe. Die- 
selben werden, falls alle ihre Dimensionen genügend klein sind, un- 
gefahi* die Gestalt geradliniger rechtwinkliger Parallel epepida haben. 
Von dieser einfachen Gestalt ausgehend, können wir den Körper sich 
nach einer oder mehreren Richtungen hin verlängern lassen. Diesen 
Process können wir dann jedenfalls so weit fuhren, bis eins der drei 
Segmente }i, v, q bezw. (i', v', q mit seinem Endpunkte an einen 
zwei- oder mehrfachen Punkt des Schemas heranreicht. Tritt dieser 
Fall ein, so wird die entsprechende Seitenfläche auf einen Punkt 
oder, im Falle eines Doppelpunktes (11), auf einen Kreisbogen zu- 
sammengeschrumpft sein. In leiden Fällen ist jede weitere Ausdehnung 
des Körpers nach dieser Richtung hin unmöglich. 

Schrumpft nun eine Seitenfläche auf eine Linie oder einen Punkt 
wird es nicht nöthig sein dieselbe noch ausdrückhch 
, denn wenn wir uns auch nicht auf den schlichten Raum 
beschränken, wird sie keine Begrenzung des Körpers bilden. Diese 
letzte Bemerkung gut gleichwohl ob die betreffende Linie oder der 
betreffende Punkt als Kante oder Ecke des Körpers erscheint oder 
mitten im Körper liegt. 

Jedesmal also, wenn eins der drei Segmente an einen mehrfachen 
Punkt heranreicht, wird die Anzahl von Seitenflächen um eins ver- 
mindert. Indem wir nun mit dieser Ausartungsweise die zwei anderen 
verbinden, welche wir bei den allgemeinen Cyclidenschaaren hatten, 
so werden wir offenbar eine sehr grosse Anzahl von ausgearteten 
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KörperD bekommen, welche jede beliebige Anzahl von Seitenflächen 
kleiuer als sechs haben können. 

Wir machen schliesslich auf die grosse Anzahl der Arten*) auf- 
aufmerksam, auf welche das Innere einer Vollkugel als Ausartung 
eines Cyclidensechsöachs erscheinen kann. In der That können wir 
hierzu jede eintheilige Symmetriekugel eines beliebigen Systems all- 
gemeiner oder ausgearteter Cycliden und nicht, wie bislang wohl aus- 
schliesslich geschehen ist, uur diejenigen Kugeln, welche ku einem 
Kugelbüsehel mit nulltheiligem oder Punktgrund kreis gehören, ge- 
brauchen. 

% 2. Ueber die IRaudwerthaufgabe der Poteutialtheorie für al^emeine 
Cyolidenvielflaclie, welche weniger wie sechs Seitenflächen haben. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen mit Körpern beschäftigen, 
welche von weniger wie sechs allgemeinen Cycliden (l'a) oder I"a)) 
begrenzt sind. 
/, i';. ^A /'■■ :'. Fassen wir zunächst den Fall eines 

1 !"ir~iT"(^^ Cycüdenvier flachs ins Auge, welches durch 

zwei gewöhnliche Segmente «jHä, r^t^ und 
ein geschlossenes Segment fi definirt ist. Hier werden wir offenbar 
die Randwerthaufgabe nicht in sechs, sondern nur noch in vier Einzel- 
probleme spalten. Wir wollen hier nur dasjenige Einzelproblem be- 
trachten, in welchem das Potential auf der Seitenfläche Q ^ r^ beliebig 
vorgeschrieben wird oder wie wir kurz sagen wollen, in welchem 
9 = ^2 die ausgezeichnete Seitenfläche ist, denn die anderen drei 
Probleme würden sicli von diesem nicht wesentlich unterscheiden. 

Nun haben wir zunächst diejenigen Lame'schen Producte auf- 
zusuchen, welche zum Körper gehören und auf den drei SeitenÖächen 
Di^Hj, V ^ jig, p = ?"j verschwinden. Schreiben wir das Lame'sche 
Prodact E'(ii) ■ E"{v) ■ E"'{q'), so sehen wir, dass, damit das Product 
innerhalb des Körpers eindeutig und stetig sein soll, die Function 
E'(ti) nach zweimaliger ümlaufung ihres Intervalles ft in sich selbst 
zurücklaufen muss. Wir bestimmen also die accessorischen Parameter 
dadurch, dass wir nach Vorschrift von Seite 184 das Oscillations- 
theorem auf das geschlossene Segment jt und das gewöhnliche Seg- 
ment w^Mjj anwenden. Verlangen wir nun 2iii Halboscillationen im 
geschlossenen Segmente [i und n Halboscillationen im Segmente «,%, 
so werden wir zwei verschiedene Lame'sche Producte bekommen, je 
nachdem wir verlangen, dass die Curve y = E'{fi) zu der ersten oder 



*) Idh habe mehr wie dcoiseig wesentlich verechiedetic aufgezählt. 
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der zweiten Reihe vod Figuren auf Seite 184 gehört. Diese zwei 
Producte wollen wir folgendermassen bezeichnen: 

Bilden wir mm folgende Reihe: 

und führen wir ferner folgende Bezeichnung ein: 

-B2«,(i>,« = A™W,« ■-Ea'>l,„(f3); Ba,„(ä),„ = ^2„(2!,„ ■£'B>),„(ra), 

so wird die obenstehende Reihe die gesuchte ^-Function sein, wenn 
wir die B so bestimmen können, daas folgende Reihenentwicke- 
lung gilt: 

Den Coefficienten Jßa„(0, , bestimmt man gerade wie auf Seite 155, 
indem man die Reihe mit f(i — v)'Ji^„.m^„{ij)Ei',^{!)_„{v) ■ du ■ äv mul- 
tiplicirt und über die beiden Segmente integrirt. Wendet man nämlich 
die Betrachtungen von Seite 155 an, so sieht man sofort, dass hierbei 
sämmtliehe (ilieder der Reihe wegfallen mit Ausnahme desjenicen mit 
dem Coefficienten Bi„}.i),„. Sonach bekommt man: 

Bi (-> =-^*" ~ '■)Af .♦) ■ ^8>->.KW-^'i >),nW-''wdp 

wo die Integration über beide Segmente zu erstrecken ist. Das hier 
im Nenner stehende Integral kann man noch ferner vereinfachen, 
indem man bemerkt, dass der Integrand dieselben Werthe in den vier 
übereinanderliegenden Theilen des geschlossenen Segmentes annimmt. 
Hiernach wird derselbe gleich sein vier Mal dem Doppelintegral, 
welches über das gewöhnliehe Segment «,«;, und das einfach über- 
deckte Intervall e^e^ zu erstrecken ist. 

Auf die Lösung der Randwert haufgabe bei Cyclidenz weiflachen, 
welche durch zwei geschlossene Segmente und ein gewöhnlicher Seg- 
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ineat dargestellt werden, gelien wir nicht näher ein, indem die Modi- 
fication des allgemeinen Änaatzes eine ganz ähnliche sein würde, wie 
beim soeben besprochenen Cyclidenvierflach. 

Etwas anders verhält es sieh bei Cjclideiimehrflachen , welche 
durch Segmente dargestellt werden, deren Endpunkte zum Theil mit 
Kreuzen versehen sind. In der That deuten diese Kreuze geradezu 
au, dass die zum Körper gehörigen Larae'sehen Producte auf den ent- 
sprechenden Flächen nicht nothwendig verschwinden, sondern blos, 
dass beim Uebergange über dieselben diese Producte nebst ihren ersten 
Ableitungen sich stetig ändern. Es fragt sich also: lar lujhen wir die 
betreffende Lame'sche Functiott im gehreusten Endinirikte z\i wahle^i, damit 
diese Continuität stattßndet? 

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass solche gekreuzte 
Segmentenendpunkte nur in Intervallenendpunkten liegen können, und 
auch nur dann vorkommen können, wenn im angrenzenden Intervall 
das Segment entweder ein geschlossenes ist oder doch sieh im be- 
treffenden Punkte umbiegt und sich mit seinen zwei Theilen gleich- 
weit davon erstreckt. 

,. ^ ,. ,,_ ^ Um die Ideen zu fixireu, wollen wir 

\' "tT't"'^'"*^^ ^'^ Cyclidenvielflache betrachten, welche 

durch die nebenstehenden Schemata charak- 
terisirt werden. 

Bezeichnen wir nun mit E'((i)+ und 
E'dif die Werthe einer Lameschen Function für Werthe von (t, 
welche einander gleich sind, aber auf verschiedenen Theilen des Seg- 
mentes liegen, die aber in e^ in einander übergehen. Damit wir nun 
nicht nur im Lame'schen Producte selber, sondern auch in seinen 
ersten Differentialquotienten beim Ueb ersehreiten der Seitenfläche v = e^ 
Continuität haben, müssen offenbar folgende zwei Gleichungen statt- 
finden: * 

£■ W+ ■ -E"fe) ■ -E"(e) - ''"(pT ■ J''(c,) ■ £"■■(!>), 

*»+('*")„..■'=•"» = ' "''"'' ■ ("-")„„ ■ ^•"«''- 

Soll nun die erste dieser Gleichungen stattfinden, so müssen wir ent- 
weder haben -E'(ft)+ = -E'Cfi)" oder aber E"{c^) = 0. Soll anderer- 
seits die zweite Gleichung stattfinden,, so müssen wir haben entweder 

E'{ii.)+ -£-"{(*)" oder aber C^^^i,';''') =0- Damit also beide 

Gleichungen zugleich stattfinden sollen, müssen folgende Relationen 
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entweder j^M^^ ^ _ ^j oder j j;,.(,^,_o j^ 

Die Gleichung E' ((i)+ = U' (fif wird aber offenbar dann und nur 
dann für alle Werfche von (t befriedigt, wenn die Function -E'((t) der- 
jenige zum Punkte e^ gehörige Fundaraentalzweig ist, welcher den 
Exponenten besitzt. Die Gleichung ( -, -- j =0 sagt aber auch 

aus, dass E"(v) in e^ ein Fundamentalzweig ist und dort zum Expo- 
nenten gehört. In ähnlicher Weise besagt uns das zweite der oben 
geschriebenen Gleichungspaare, dass sowohl E'{(i) als auch E"{v) im 
Punkte 64 zum Exponenten — gehören. Zusammenfassend bekommen 
wir also folgenden wichtigen Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedinguitg dafür , dass das 
Lcme'scke Product £'(!^) ' ^"(y) " -^'"(f) ^^^'"^ üeberschreitm der Fläche 

V = C4 neben seinen ersten Ableitungen eindeutig und stetig verläuft, he- 
steht darin, dass im Punkte e^ die Functionen E'(ji) und E"{v) heide 
Fundamentalsweige sind, welche mm seihen Exponenien gehören. 

Fassen wir jetzt noch das Cycliden dreiflach genauer ins Auge, 
welches durch das erste der obenstehenden Schemata charakterisirt 
wird. Hier haben wir die allgemeine Rand wer th aufgäbe in drei 
Einzelprobleme zu spalten. In allen drei derselben werden wir, um 
Continuität und Eindeutigkeit beim Umlaufen des Segmentes (i zu 
bekommen, den Factor E'(ii) als Fundamentalzweig im Punkte e« 
wählen. Um dann noch dem gekreuzten Endpunkte e^ des Segmentes 

V Genüge zu leisten, haben wir nur noch den Factor E"(v) so zu wählen, 
dass er im Punkte e^ zu demselben Exponenten gehört; nicht wie wir 
es sonst gethan hätten, stets zum Exponenten -r- ■ Dies macht aber keine 
weitere Aenderung unserer früheren Lösungsmethode nöthig. Denn in 
dem Einzelprobleme, bei dem das Potential auf der Seitenfläche v = Mä 
beliebig vorgeschrieben ist, haben wir das Oscillationstheorem nur in 
gewöhnlicher Weise auf das Segment r^r^ und das geschlossene Seg- 
ment fi anzuwenden. In den zwei anderen Einzelproblemen aber 
wenden wir das Oaeillationstheorem auf das Segment e^n^ und das 
geschlossene Segment ji an. Dieses können wir (verg!. S. 162) 
gerade so gut thun, wenn in dem Endpunkte e^ die Grenz bedingung 
^^ = stattfinden soll, als wenn man die einfachere Grenzbediugung 
£ = bat. 
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Wir wenden uns jetzt zum Körper, welcher durch das zweite der 
obenstehenden Schemata deÜDirfc ist. Derselbe ersclieint im Schema. 
als Cyclidenfünfflach , ist aber wirklieh ein Cycliden vierflach, da die 
zwei Flächen f* = im,, ft = m^, nachdem die Seitenfläche v = e^ weg- 
genommen worden ist, nur noch eine einzige Begrenzungsüäche bilden. 
Dementsprechend müssen wir eine Modiflcation iu der Behandlungs- 
weise unseres Prohlems eintreten lassen. 

Zunächst zerlegen wir dasselbe in vier Einzelprobieme, von denen 
drei, nämlich diejenigen, in welchen p = 1*1, ^ ^ r^ oder v = % die 
ausgezeichnete Seiteufläche ist, keiner Modiflcation unserer Methode be- 
dürfen. In der That haben wir in diesen drei Problemen jedesmal 
auf das Segment m^m^ das gewöhnliche Uscillatioustheorem anzu- 
wenden. Dieses kommt aber darauf hinaus, daas wir auf die 
Hälfte Wje^ des Segmentes das "OsciUationstheorem anwenden und in 
m^ die Grenz he dingung E = 0, in e^ aber nach einander beide Grenz- 
bedingungen JE = und j ==0 vorschreiben*}. Hiernach ist der 
Factor .E'(f*) stets als Fundamentalzweig im Punkte e^ bestimmt, und 
die weitere Lösung des Problems unterscheidet sich in keiner Weise 
von der Lösung des eben besprochenen Problems, in welchem das 
Segment (i ein geschlossenes ist. 

Es bleibt aber noch das Problem zu behandeln, bei welchem die 
Werthe des Potentials auf derjenigen Seitenfläche beliebig vorge- 
sehrieben werden, welche aus den Flächen (i = m, und (j. = m^ be- 
steht. Zunächst ist es klar, dass man dieses Problem nicht dadurch 
behandeln kann, dass man es in zwei Einzelprobleme spaltet, in denen 
das Potential nur auf der einen Hälfte jt = »([ oder fi^m^ der Seiten- 
fläche beliebig vorgeschrieben wird, ant der anderen aber versehwindet. 
In der That muss, wie wir schon gesehen haben, der Factor -^'(fi) im 
Punkte e^ ein Fundamentalzweig sein, verschwindet er also in einem 
der Punkte m^, »%, so wird er es auch in dem arideren thun, was 
doch nicht der Fall sein soll. Wir müssen vielmehr hier eine 
ganz andere Methode in Anwendung bnngen 

Wir haben das OsciUationstheorem ant die zwei Segmente »■, r.^ 
und £,«2 anzuwenden und bekommen hierdurch zwei Arten Lame'scher 
Producte, je nachdem im Punkte e^ die Grenzbediugung .E == oder 
-,- = in Anwenduni; gebracht wird. Bilden wir eine Iteihe aus 
den Lame'schen Producten erster Art, so bekommen wir eine ^-Func- 

*) Dies sieht man durch genau dieselbe üeberlegiing wie wir Seite 17'J 
unter ähnlichen TJmatändeii gebtaucht haben. 



Hosted by Google 



Ueber die Rand werth aufgäbe der Potentialtheorie f. al!g. Cycliden viel flache. 209 

tion, welche im Punkte (ni-^, v, p) das entgegengesetzte Vorzeichen, 
aber sonst denselben Werth hat wie im Punkte (mg, v, q). Dagegen 
wird jede Reihe aus Lame'schen Producten zweiter Art eine i/j-Func- 
tion sein, welche in den Punkten (m^, v, p), {m^, v, p) dieselben 
Werthe und Vorzeichen hat* Hierdurch wird der Weg angedeutet, 
den wir einzuschlagen haben. Bezeichnen wir nilmlich durch f~^{v, p) 
bezw. f~(v, p) die auf der Seitenfläche (i ^ m^ bezw. fi^m.^ beliebig 
vorgeschriebenen Werthe der ij»- Function und setzen dann: 

-pH", c) - ö- ■^^Q-i), ,+(., ,) = fl-c._e)±rK rt , 

80 werden wir haben: 

f+{v, q) = <p+(v, p) + z+C^, P) «öd f'{v, p) = <p-{v, p) + x~{v, q)- 

£Önnen wir also folgende zwei Einzelprobleme behandeln, so werden 
■wir durch Addition der Lösungen die gewünschte Lösung bekommen. 
Die Einzelprobleme sind die folgenden: 

1) Es wird verlangt eine i/j-Function zu bestimmen, welche auf 
den Seiteuflächen ? = )',, p = r^, v = % verschwindet und auf den 
Seitenflächen (i = m^, (i = m.^ die Werthe 9)+(v, p), <p~{v, p) an- 
nimmt. 

2) Es wird verlangt eine i/j-Function zu bestimmen, welche auf 
den Seitenflächen p = )\, p ^^ r^, v = n^ versehwindet und auf den 
Seitenflächen fi^m,, (i = m^ die Werthe x'^i'"? ?)> Z~(^i c) an- 
nimmt. 

Diese zwei Probleme können wir aber auf unsere gewöhnliche 
Weise lösen; denn wie man sofort sieht, ist ^+{v, p) ^ — <P~{''', p) 
und x+{v, p) = 3;'~(i', p). Nehmen wir also zur Lösung des ersten 
Problems die Lame'schen Producte erster Art und sorgen dafür, dass 
auf der Seitenfläche (* = *»! die ^-Function die Werthe 9)+(v, p) an- 
nimmt, 90 wird dieselbe von selber die Werte <p~{v, p) auf der Seiten- 
fläche ft ^ »ig annehmen. In ähnlicher Weise lösen wir das zweite 
Problem vermittelst der Lame'schen Producte zweiter Art, — 

Zum Schlüsse bemerken wir noch, dass es auch andere Fälle 
giebt, in denen diese Methode der Zerlegung einer Function in ihren 
geraden und ihren ungeraden Bestandtheil angewandt werden kann, 
(vergl. hieröber S, 212 des nächsten Paragraphen). Wir haben aber 
hiermit diejenigen Fälle gekennzeichnet, in welchen dieselbe angewandt 
werden muss. 
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§ X üeber die Eandwerthaufgabe für das Innere eines 
Vollellipaoids. 

Im vorigen Paragraphen haben wir nur erst solche Körper in Be- 
tracht gezogen, welche von Flächen eines allgemeinen Systems I'a) oder 
r'a) begrenzt sind, Haben wir es mit einem Körper zu thun, welcher 
von Flachen des Systems IIa) oder III a) begrenzt ist, so bedarf unser 
bisheriger Ansatz keiner Modifieation, so lange der betreffende Körper 
nicht bis an den Doppelfnukt bezw. biplanaren Punkt des Orthogonal- 
systems heranreicht. Solche Pälle brauchten also vom allgemeinen 
Standpunkte aus hier nicht weiter erwähnt zu werden. Unter den- 
selben befindet sieh aber das VoUellipsoid, welches schon des hohen 
historischen Interesses wegen, besonders aber auch deshalb eine ge- 
nauere Discussion verdient, weil sich in einem wesentlichen Punkte 
die Lösung dieses Problems vereinfacht. 

Zunächst fragt es sich: Wie können wir das Inn&'e eines VolleU^soids 
als Attsariung bezto. Modißcation eities Kötzers ansehen, welcher von sechs 
confocalen Flächen zweiten Grades b^emt ist? Oder, was auf dasselbe 
hinauskommt: Wie können wir das VoUelipsoiä durch Segmente im 
Schema eltaraläerisirmi' 

Man kann dies in viererlei Weisen 
V- ,. (• f' ] ''• thun, wie die nebenstehenden Schemata 

II (■ T ',■ ' ß^ ' zeigen. Hierbei bemerke man vor allen 

r_ ,^ p F, f, Dingen den wesentlichen Unterschied, 

t ' ('"i^^^^^n ''^^ welcher zwischen den zwei ersten und 

den zwei letzten besteht. In Schema 3) 

1° 'H" ."[- 1 3) und4) erscheint das begrenzeudeElIipsoid 

'■' ' '' ■" nämlich in zwei Stücke getheilt, bei 1) 

V' i'__\; f- j'' , und 2) aber nicht \\'egen seiner be-,uu 

II ^/'"r~? ^ ,■' 1 deren Symmetrie wählte Lame das letzte 

der obenstehenden Schemata*), «elehes 

dann auch von seinen Nachfolgern beibehalten ist. Dagegen gestatten 

die Schemata 1) und 2) eine wenigstens iormai einfachere Behandlung 

des Potentialproblems und aus diesem Grundt wird das hchema 1) 

*) Selbstveretandhih ist bei LamK, und auch bei AnderPo nicht vuii Schematen 
die Eede aondera von der Ait, wie man die Coordinattn cmzutuhren hdt Dasa 
äemaelben aber auch die li estlegnngeti der Schemata J) und 2) nicht fiemd waren, 
r eht mau a a beite 315 seiner „Le^ona -mr lea fon^tiona inaeraea dpi tranacen 
lantea Man vergl auch b 113 dieses Bandea wegen der Abweichung ?wi3ehen 
Lxm Be/eiohnun^ unl der uQierjgen 



Hosted by Google 



Ueber die Randwertbaufgabe für das Innere einea VoUellipBoids, 211 

in dem gerade ersehienenen Lehrbuch von Byerlj zu Grande gelegt. 
Hier wollen wir aber alle vier Schemata gleichmässig berücksichtigen. 
Was zunächst die zum EUipsoid gehörigen Lame'schen Produete 
betrifft, so sehen wir, dass dieselben in allen vier Fällen die näm- 
lichen sind. In der That hat man, nach Vorschrift des votigen Para- 
graphen, alle drei Pactoren des Lame'schen Productes E'(fi)-E"{v)-E"'(Q) 
als Fundamentalzweige und zwar JE' in den Punkten e^ und e^, JE" in 
€4 und % und E'" im Punkte e^ zu wählen. Ferner müssen -E'(ft) und 
E"{v) im Punkte e^ zu einem und demselben Exponenten gehören und 
ebenfalls E"{y) und E"'(q) im Punkte e^. Wir bekommen also acht 
verschiedene Gattungen Lame'scher Produete, welche zum EUipsoid ge- 
hören. Dieselben können folgend ermassen durch die in den Punkten 
e^BfC^ auftretenden Exponenten unterschieden werden: 

«^. ^ 4- -1- ^ 



Cj. i- y y ^ . 

Hat man auf eine dieser Weisen die Grenzbedingungea festgelegt, so 
wendet man auf die einfachen Intervalle e^e^ und «4% das Oscillations- 
theorem an, wodurch wir bei jeder der acht Gattungen <x>^ Lame'sche 
Product« bekommen. 

Bis KU diesem Punkte ist die Behandlung hei allen vier Schema- 
ten dieselbe. Jetzt aber tritt ein wesentlicher Unterschied ein, je nach- 
dem wir es mit einem der zwei ersten oder aber mit einem der 
zwei letzten Schemata zu thun haben. 

Fassen wir zunächst die Schemata 1) und 2) ins Äuge, ao sehen 
wir, dass es nur nöthig ist die Doppelreihe zu bilden, welche aus 
sämmtlichen zum EUipsoid gehörigen Lame'schen Producten besteht, 
und die Coefficienten dann dadurch zu bestimmen, dass mau, nach- 
dem man p = r^ gesetzt hat, mit (jt ~ v)- du- dv multiplicirt und 
über die ganzen ft- und v-Segmente integrirt Hiernach werden die 
Lösungen für die Schemata 1) und 2) sich nur durch die Integrations- 
grenzen in den Coefficienten unterscheiden. 

Wenden wir uns jetzt zu den Sehematen 3) und 4), so sehen wir 
uns genbthigt die Doppelreihe in zwei Theile zu spalten, indem wir 
die vier Gattungen Lame'scher Produete, welche bei % den Exponen- 
ten haben, von den anderen vier Gattungen trennen, welche dort den 
Exponenten -j haben. Die erste der zwei so gebildeten Reihen wird 

14* 
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danii, weuu p = r^, t^ieselben Werthe annelimüu als wenn p = r.^, die 
zweite aber wird, wenu p = r^, das eut gegengesetzte Vorzeieben haben 
als wenn p = f\ . Dementsprechend müssen wir die Function, welcbe 
die Werthe angibt, die das Potential auf der Oberfläche annimmt, ia 
die Summe zweier Functionen spalten, Ton denen die erste dieselben 
Werthe in entsprechenden Punkten der zwei Hälften p = rj und 
Q = r^ des EUipsoids annimmt, die zweite aber entgegengesetzte 
Werthe*). Die Coefficienten der zwei Theile der Doppelsumnie be- 
stimmen wir dann so, dasa, wenn p ■= r^, der erste bezw. zweite Theil 
die erste bezw. zweite der obenerwähnten Functionen darstellt. Dies 
machen wir natürlich dadurch, dass wir mit (jt — v)du-dv multipli- 
ciren und über die ganzen Segmente (i und v integriren. Die Lo- 
sungen des Problems für die zwei Schemata 3), 4) unterscheiden sich 
also nur durch die Integrationsgrenzen in den Coefficienten. 

Wie oben bemerkt wählte Lame das Schema 4) und sah sich 
also genöthigt, die Grenzwerthe des Potentials in zwei Bestandtheile 
zu zerlegen. Hiermit hat er sich aber nicht begnügt, sondern hat, 
um eine mögliehst symmetrische Behandlungsweise des Problems zu 
bekommen, diese Grenzwerthe in acJit Bestandtheile zerlegt, welche 
sieh auf den acht Octanten des EUipsoids gerade so verbaiten, wie 
die acht obenerwähnten Gattungen Lame'scher Producte. Dement- 
sprechend bildet er acht verschiedene Doppelreihen, und bestimmt 
dann die Coefficienten derselben in gewöhnlicher Weise durch In- 
tegration über die einfachen Litervallc ji imd v **). Bei dieser Be- 
handlung ist es natürlich im Grunde gleichgültig, von welchem Schema 
man ausgeht. 

Kehren wir jetzt zu den einzelnen zum Eliipsoid gehörenden 
Lame'schen Producten zurück, so sehen wir, dass die drei Factoren 
eines belieUgen solchen Froductes nicht mehr, wie es bei anderen Körpern 
der Fall ist, drei verschiedene Lösungen einer Lame'schen Gleichung 
sind, sondern Ms auf constanie Factoren geradegu eine und dieselbe 
Lamv'sche Function sind] denn zwei Lösungen einer Lame'schen 

*) Ist die Fläclieuschaar durch die Gltithun^^ 

1-, +1-,. + i-^--' 

in CartesiBchen Cooidmateo gtgeben, ao werden die zwei Hälften kf, Ellipsui li 
durch die Ebene ic = von einander getrennt Dementsprechend hjhen wu die 
auf dem Blhpsoid gegebene Function F{i, y, ,) in zwei Functionen zu Biialten, 
welche m Bezog aut a: gerade, bezw ungerade 'ind 

**) Man veigl den nfters erwihnten AuMtz \oa Klein „Ueber Korpti wdclio 
lOn confocalen FUihen zweifen Lriadea hegrenit niod , Math Ann Bd IS 
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Gleichung, weiche in einem singulären Punkte zu demselben Expo- 
nenten gehören, sind bis auf einen constanten Factor (weicher natür- 
lich imaginär sein kann) einander identisch. 

Hieraus ziehen wir dann weiter, durch eine einfache functionen- 
theoretische üeberlegung, folgende wichtige Folgerung: 

Dk Lame'schen Functionen, welche in den zum Vollellipsoid ge- 
hörigst Lame'scfim Froduden aufketen, sind algehraisch, und zwar bis 
auf etwa vorTiommmde Factoren ^l — e^, YX — e^, YX — e^ rational. 

Nehmen wir noch, der Einfachheit halber, den zweifachen Punkt 
e, ^ ög im Unendlichen an, so werden die Lame'schen Functionen, ab- 
geselien von den soeben genannten Factoren, ganze rationale Func- 
tione^i sein. 

Um diesen Satz zu beweisen führen wir folgende Bezeiehnuug ein: 
Es bedeute -E^"^"''(A) diejenige Lame'sche Function, welche in den In- 
tervallen e^e^ und e^e^ m- bezw, M-mal verschwindet und in den 
Punkten e^, e^, e^ bezw, zu den Exponenten -^ , ■-, ^ gehört. Hierbei 
wird natürlich jede der Zahlen s^, e^, e^ entweder den Werth oder 
den Werth 1 haben. Wir wollen danu zeigen, dass die Function: 

eine ganze rationale Function von X ist. Zunächst sehen wir sofort, 
dass die Function keinen singulären Punkt im Endlichen besitzt, 
insbesondere keinen Verzweigungspunkt. Folglieh kann auch der 
Punkt X = <x) kein Verzweigungspunkt sein, da eine Function ohne 
natürliche Grenze nicht blos an einer Stelle verzweigt sein kann. 
Nun wissen wir aber, dass der Punkt X = oo ein regulärer Punkt der 
betreffenden Lame'schen Gleichung ist. Folglich verhält sich ^(A) in 
diesem Punkte wie (1 *). Soll nun X = co kein Verzweignngs- 
punkt von O sein, so ist es offenbar nothwendig, dass x eine ganze 
reelle Zahl sein soll. Es ist aber klar, dass x keine positive ganze 
Zahl sein kann, denn sonst würde * überhaupt keinen Unendlichkeits- 
punkt besitzen, und müsete demnach einem wohlbekannten Satze der 
Functionentheorie zufolge eine blosse Constante sein. Wir sehen also, 



*) Wir haben den Fall nicht erwähnt, in welchem logarithiniache Irratio- 
nalitäten im Punkte 1 = oo auftreten, denn bei ihm wird 1 = ot> stets ein Ver- 
BWeigungspunkt sein. 
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dass © bei A ^ oo eine polare Utiatetigkeit besitzt, imd folglich eine 
ganze rationale Function ist. 

Die Function ^,„,n{A) ist offenbar mindestens vom Grade m + n, 
weil sie nach Voraussetzung m bezw. n Wurzeln in i!eu Intervallen 
e.^e^ bezw. e^e^ besitzt. Es besteht aber ferner der Satz, dass ihr Grad 
diese Zahl nicht übertreffen kann: 

Unsere Function 4»,„,„(A) isi eine ganze rationale Function vom 
Grade m + «. 

Um diesen Satz zu beneisen verfahren wir folgendermasseu. 
Offenbar genügt die Function ^ einer homogeneai linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coeflieienten, welche in den 
Punkten c^, e^, e^ oo singulare Punkte hat, aber auch nur in ihnen*). 
Folglich kann die F^unction ti? ausser in den Punkten e^, e^, % keine 
mehrfachen Wurzeln besitzen. In diesen Punkten besitzt sie aber über- 
haupt keine Wurzeln. Andererseits haben wir so construirt, dass 
es in den Intervallen e^e^ und e^e,^ genau M bezw. n Wurzeln besitzt. 
Um also nachzuweisen, dass CP vom Grade m -\- n ist, brauchen wir 
nur noch zu zeigen, dass ausser diesen m -f- n Wurzeln keino anderen 
Wurzeln existiren. 

Dieselben Ueberlegungen, durch welche wir das Oscillationstheorem 
selber bewiesen, würden uns mit Leichtigkeit zum Resultate führen, 
dass ausser in den Intervallen e^e^, e^e^ keine reellen Wurzeln existiren 
können. Dagegen sind unsere früheren Methoden durchaus nicht ge- 
eignet, die Abwesenheit complexer Wurzeln nachzuweisen. Zu diesem 
Zwecke wollen wir jetzt eine Methode von Stieltjes auseinander- 
setzen**). 

*) Man berechnet als Differentialgleichung füi- ^'"'^"'"{l) die folgender 

d^ 1 /2S3 + 1 25,_-|^l 2e, + 1W0 , 
(il^ "T~ 2 \ 1 — e, "•" J. — c^ "■" i — e,, I dl ~^ 

{l- ){l- )(i- ) 



+ ^ 



•*) Ä ta M tli Bd 6 1886 Im T te Hg m d t 

St Itj d h H hm mpl t. ö and t b ! b d 

U t« h g f d g b ht F 11 I 1 Th t t t 

t) Sti Itj ht d d b 1 b VI 1 1 P kt f d f 

wdd htfdWth llläkt drawd 

langt 1 1 (j p t 11 d h St H) b 

t htet I ft ti 1 1 h g Hg m Ä t d 3' b f d gt &1 

h g md m d E p t d ft ht t 1 W th 1 bw kt 
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Stieltjes denkt sich auf einer geraden Linie die Punkte e,- als 
2s. 4- 1 
festgehaltene Massenpuukte von den Massen — -■- — , dann aber auf 

dieser Geraden x beweghclie Massenpuukte St von der Masse Eins, 
Alle diese Masaeupunkte stossen sich nach dem Gesetze des logarith- 
mischen Potentials ab, d. h. mit Kräften, welche den Massen direct, 
den Entfernungen umgekehrt proportional sind. Dana behauptet 
Stieltjes: Liegen die Pimhte Si im Gleichgewicht, so sind sie die Wurseln 
einer Function ^'"'"''{X). 

Ehe wir diesen Satz beweisen, wollen wir ihn dadurch verallge- 
meinern, dass wir die singulären Punkte e,- eomplex werden lassen 
und dementsprechend die Massenpunkte nicht auf eine Gerade be- 
schränken, sondern beliebig in einer Ebene gelegen denken. Dann 
bleibt de^ soeben ausgesprochene Satz ungeändert bestehen. 

Zum Beweise bemerken wir, dass das Gesammtpotentiäl F des 
Massenpunktsystems einfach der reelle Theil folgender Function: 



F-^S'^-sf." - '''>+22'"'^- ■ i»sfe 



-«.) 



ist, wo der der ersten Doppelaumme beigefügte Strich bedeuten soll, 
dass diejenigen Terme wegzulassen sind, für welche i=^j. Bezeichnen 
wir nun durch St ^ Xt -\- Y— 1 yi einen beliebigen der beweglichen 
Massenpunkte, so besteht die Gleichgewichtsbedingung bekanntlich 
darin, dass: 

ex, Byi 

Setzen wir nun; 

r=:7-t- wy-1, 

so haben wir nach bebannten Cauchy'scben Sätzen über monogene 
Functionen: 

dz, dx, dx^^ dixj ^ dx, dy,^ ^■ 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für Gleichgewicht be- 
steht also darin, dasa für alle Punkte Zi ■~— t^ 0. Nun ist aber: 

^y ^-s^' _i , V ^*' "*■ ' ^ . 

de] ^ z^-z^'^ jLi~ "i " " ■ Ä,"-- e,. ' 
oder wenn wir achreiben: 0(/) = (e — 2i){ß — s^} ■■■ (s — ?„): 



Hosted by Google 






WO die Strich« Differentiation nach s bedeuten. Es muss also der 
Äusiliaek; 

und folglich auch: 



*'(-.) + e-('-)2"'-^''---. 



für £^=^1, s^, ... ^;, verschwinden. Es muss also offenbar sein: 



*"(^J + O'(^) 






und dies ist geradezu die oben mitgetheilte Differentialgleichung der 
Function **). 

Nun können aber alle Sehritte des hiermit geführten Beweises 
offenbar auch in umgekehrter Heiheni'olge durchlaufen werden, wodurch 
wir folgenden Satz gewinnen : 

Bind, 5,, ... 5;. die WurzelpiinUe einer ganm% rationalen Function 0, 
so werden sich dieselben unter unserer Voraxissetgimg im Glmchgewicht 
befinden. 

Hieraus folgt sofort: 

Alle Wvrzelpunkte der ganaen rationalen Functionen <& müssen 
innerhalb des Dreiecks liegen, welches e^, e,, % als Ecipimkte besitst. 

Sind insbesondere e^, e^, e^ reell, so wird dieses Dreieck auf die 
Strecke ^3^5 der reellen Axe zusammenschrumpfen, und wir bekommen 
den gewünschten Satz, dass alle Wurzeln der Function <P auf dieser 
Strecke liegen, w. z. b. w.**) 

Der Umstand, dass uns im Falle des Volleliipsoids das Oscilla- 
tionstheorem auf ganze rationale Functionen führt, ermöglicht es uns, 

■*) Den hiermit Lewieseaen Satz, welcher, wie gesagt, nur für lenJlt -^ und. x^ 
Ton StieltjeB ansgeeprochen warde, benutzte dietei" Mathematiker, um einen hdchfit 
anaLhauhchen Beweis des Oacillationstheorems in dem hier l ctiatiiteten J alle zu 
geben In der Phat ist ea ohne Weiteres klii, diss wenn wir die k Punkte auf 
irgend eine Weiii zwischen den z»ti latmallen ijt, und e^e^ vertheilea, sie ohne 
die Pnnkte e /u überschreiten ma Gleichgewicht kommen kounen, daas ea also 
für jede Vertheilunga weise eine Function # giebt 

**) Dieses selbe Resultat konnte mau auf gin/ anderem W egs ableiten, 
indem m.*n (K) die Abbildung verinöge der Schwarz «eben i-Function in diesem 
Falle genau untersu ht 
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die Werthe der accessorischen Parameter algebraisch zu bestimmeQ. 
In der That bereebnet man als Exponenten des Punktes A = oo die 

Werthe: ——--j- - , und es ist klar, dass das obere Vorzeichen 
nicht zu unserer Lösung gehören kann, weil es einen positiven Ex- 
ponenten liefert. Bezeichnen wir andererseits durch m ~{- n den Grad 
der Function ^, so werden wir offenbar die Gleichung haben: 

1 -yr'-j^iJ _ _ _ _fa_^_fs 

woraus folgt: 
Ä - (2(<» + n)+ ,, + ,, + .J(2(». + »)+ i, + i, + i,+ !)■ 

Setzen wir also: 

.V_2(,« + „)+«, + .. + .., 
WO dann N eine ganze positive Zahl mit Einschluss der Null sein 
muss, so bekommen wir folgendes Resultat: 

Bei den beim VoJMUpsoid auftretenden Lame'sckm Functionen hat 
der accessorische Parameter A die Gestalt N{N -j- l), wo N eine ganze 
jMSÜive Zahl iedeutel. 

Es gehören natürlich zu jeder Zahl N mehrere Functionen JS, 
Unterscheiden wir nämlich, wie auf Seite 211, zwischen den acht Arten 
Lame'scher Functionen, so sehen wir, dass je nachdem N gerade oder 
ungerade ist, die einen oder die anderen vier Fälle vorkommen werden, 
wie wir durch folgende Tabelle angeben: 



N gerade 




JT ungerade 


I. s, — 0, «j - 0, 


<s — 


II. ., — 0, i, = 0, e, — 1 


V. e, = l, i, = l, 


.,-0 


III. s, -0, Sj — 1, 1^=0 


VI. t,-.l, s, _0, 


«. — 1 


IV. t, — 1, «. — 0, s, — 


VIT. f, = 0, f.= l, 


fä= 1 


VIII. t, — 1, e, — 1, e, — 1. 



Nun können aber die m-^n Nullstellen offenbar auf m-\-n-\-l 
Weisen auf die zwei Intervalle e^e^ und e^e,^ vertheilt werden. Folg- 
lich werden wir die folgenden Anzahlen von Functionen in den acht 
Fällen haben: 

N gerade N ungerade 



i-i + i II 



l+A 



V. # m. '^i 



VI. ^ IV. 



N + 



VII. ^ vm. i=^ 
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also für ein gegebenes N, sei es gerade oder ungerade, giU es stelü 
2^'"+ 1 Lame'sche Functionen. 

Es wird also, dem Oseillationstheorem zufolge, für jeden Werfch 
4=-/V(J^+l) des einen aceeasorischen Parameters 2J\''+1 Yer- 
scliiedene Wertlie des anderen aceessorischen Parameters JJ geben, 
welche zu unseren Lame'selien Functionen gehören*). Dieselben er- 
geben sich als Wurzeln höherer algebraischer Gleichungen, wenn man 
nach dem ursprünglichen Lame'schen Ansätze Reihen entwickelun gen 
der gewünschten Art in die Lame'sche Differentialgleichung einsetzt 
und dann verlangt, dass dieselben nur Terme mit positiven Exponen- 
ten enthalten sollen, d. h. dass sie nach einer endlichen Anzahl von 
Termen abbrechen. 

Hiermit wollen wir die Discussion des Vollellipsoids absehliessen, 
indem wir in umgekehrter Richtung wie Lame fortschreitend gerade 
zum Ausgangspunkte Lame's gekommen sind. 



§ 4. üeliBr die Baadwerthaufgabe für Körper, welche durch 
ausgeartete Cyclideo begrenzt sind, deren Schemata aber nur all- 
gemeine Segmente enthalten. 

Wie schon zu Anfang des vorigen Paragraphen bemerkt, haben 
wir mit den bisherigen Erläuterungen nicht nur den Fall solcher 
Körper erledigt, welche von Cycliden l'a) oder I"a) begrenzt sind, 
sondern auch solcher Körper, deren Begrenzung von Cycliden II a) 
oder lila) gebildet wird, sofern der betreffende Körper nicht bis an 
den Doppelpunkt bezw. biplanaren Punkt des Orthogonalsystems heran- 
tritt. Tritt dieser Fall aber ein, so haben wir es mit einem Körper 
zu thun, dessen Schema ein specialisirtes Segment enthält, und solche 
Fälle wollen wir für den nächsten Paragraphen aufsparen. 

Bei allen anderen Orthogonalsjstemen haben wir es mit Segmenten 
zu thun, welche in zwei bezw. drei verschiedenen Schematen liegen. 
Die jedesmaligen ergänzenden Schemata (worin die Coordinaten mit 
p,', v, Q bezeichnet werden), welche, sofern wir uns auf die Coordinateu- 
systeme von Seite 102—104 beschränken, zn KugelbOscheln gehören, 
sind aber, wie wir wissen, aus der nächsten Umgebung der zusammen- 
fallenden Punkte entstanden, indem wir diese Umgebung beim Zu- 
sammenfallen der singulären Punkte uneudlichfach vergrösserten. Wir 

*) Was die Aufeinanderfolge dieser 22^4- 1 Werthe von £ angeht, so 
vergi. man den Aufsatz von Klein „üeber den Hermite'schen Fall der Lamö'achen 
Gleichung", Math. Ann. Bd. 40, 
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könnea uns also die Segmente, welche in diesen Schematen vorkommen, 
als unendlich kurze Segmente des ursprünglichen Schemas vorstellen, 
welche in, bezw, unendlich nahe an dem dort verschwindenden Inter- 
valle liegen. Indem wir die Sache so auffassen, haben wir sofort An- 
schluss an die Entwickelungen von III, 1. § 3. Allerdings haben wir 
dort nur solche Segmente betrachtet, welche einen endlichen Theil (viel- 
leicht grösser wie das Ganze) des Interralles bildeten, worin sie liegen, 
während wir jetzt mit Segmenten zu thun haben, welche in gewissen 
Fällen nur einen unendlich kleinen Theil ihres Intervalles bilden. 

Fassen wir zunächst den Fall ins Auge, in dem ein Kugelbüschel 
mit einth eiligem Grundkreise vorhanden ist. Das zu diesem Kugel - 
büschel gehörige Segment ist dann in einem zweifachen Punkte (11) 
zu suchen, und zwar bildet dasselbe einen endlichen Theil des dort 
verschwundenen Intervalles. Sofern wir also in diesem Segmente 
Oscitiatioa vorschreiben wollen, werden wir geradezu von Kapitel I, 
§ 3 Gebrauch machen können, und werden also insofern eine Verein- 
fachung des allgemeinen Ansatzes bekommen, als wir die Exponenten 
des betreffenden zweifachen Punktes oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, die zugehörige lineare Verbindung der accessorischen Para- 
meter wirklich rechnerisch bestimmen können. 

Haben wir es andererseits mit einem Kugelbüschel mit null- 
theiligem Grundkreise zu thun, so wird das Segment unendlich kurz 
von der ersten Ordnung sein und unmittelbar ausserhalb eines zwei- 
fachen Punktes (11) liegen. Das betreffende Segment liegt also in 
einem endlichen Intervalle, ist aber selber unendlich kurz, ein Fall, 
welcher bis jetzt nicht ausdrücklich in Betracht gezogen wurde. Man 
sieht jedoch sofort ein, dass sämmtliche Erläuterungen von S. 169 
wörtlich bestehen bleiben, nur dass wir jetzt das Zeitintervall T mit 



/; 



d3! 1 , 2m'„ — 1 -|-2ym'j(j»' 



2yx^x- I) 2 ö 2m\ — 1 -t- 2 ym\im\ — 1) 

proportional setzen müssen, jw, und m^ sind jetzt beide grösser als 1. 
Wir sehen, dass T immer endlich wird mit Ausnahme der Fälle 
w^ == oo oder m^ ^ oo, in welchen Fällen T unendlich wird. Diese 
Fälle haben wir aber erst im nächsten Paragraphen zu behandeln. 
Unsere Hülleurven werden also hier in Hüllpunkte ausarten, und 
dieser Fall wird sich nur insofern von dem soeben besprochenen unter- 
scheiden, als sich die Exponenten des zweifachen Punktes jetzt nicht 
mehr reell sondern rein imaginär bestimmen. 

Es bleiben also nur noch die Fälle zu besprechen, in denen ein 
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Kugelbüschel mit Punktgrundkreis vorkommt, also zunächst die Fälle 
eines dreifachen Punktes (21) und eines vierfachen Punktes (31). 
Beidemal wird das unendlich kurze Segment des Kugelbüschels in dem 
unendlich kurzen Intervalle des mehrfachen Punktes zu suchen sein. 
Trotzdem werden aber die Sätze von Seite 173 in diesen Fällen keine 
Anwendung finden. In der That ist das Segment (vergl. Seite 95, 96), 
sofern es kein speeialisirtea Segment ist, unendlich klein von der 
zweiten bezw, dritten Ordnung, wenn wir das Intervall, in welchem 
es liegt, von der ersten Ordnung nennen. Wird dieser Umstand be- 
rücksichtigt, so sehen wir mit leichter Mühe, dass wir es auch hier 
mit Hüllpunkten zu thun haben, gerade wie bei einem zweifachen 
Punkte. Der ganze Ansatz bleibt also auch hier erhalten, nur kann man 
überhaupt nicht mehr von Exponenten reden. 

Aber auch bei den Reihenentwickelungen selbst tritt in allen diesen 
Fällen eine gewisse Vereinfachung ein. Setzen wir voraus, um die 
Ideen zu fixiren, dass es das Segment m^m^ ist, welches in bezw, 
unmittelbar neben einem mehrfachen Punkte liegt. An den Lame- 
scheu Producten E',„^„{(i) ■ K'„_,i{v) ■ ^„.'„(ß) wird dann nämlich der 
Faktor im^„(f() durch eine Larae'sche Function )( = 4*) von n' zu er- 
setzen sein. Diese Lame'sche Function wird dann nicht mehr von 
den beiden Oseillationszahlen M, n abhängen, sondern nur noch von 
der ersten derselben, Demgemäas bezeichnen wir sie als H^Sß")- Wir 
können also die Doppelreihe, in welche wir die willkürliche Function 
/'(ft, v) entwickeln, gewissermassen zerspalten, indem wir schreiben: 



.|.(|ä. 



rtc', ') - >f 2} ^-.-^ '^-••M ■ ■"-(i^''- 



Bezeichnen wir mm die in Klammern stehende Reihe durch C,„(i'), so 
ist die Reihe; 



^(f»-J--c.c) ■«:..(/''), 



was die Variable ji' oder vielmehr tt angeht, einfach eine Fourier- 
sehe Reihe, denn die Lame'schen Functionen u ^ 4 sind, wie wir 
wissen, einfach trigonometrische Functionen von u. Die Coefficienten 
dieser Reihe lassen sich also durch bekannte Formeln bestimmen. Erst 
hinterher hat man die Aufgabe, in der Reihenentwitkelung : 



*) Diese Zahl n ist natürlich mit der Oseillationszulit j 
kommt, nicht za Terwechsein, 
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die Coefficienten jS^,« zu bestimmen, was vermöge der auf Seite 156 
abgeleiteten Formeln ohne Mühe geleistet werden kann. Wir ziehen 
es aber vor, die Werthe dieser Coefficienten B^,« dadurch aus der all- 
gemeinen Forme! von Seite 157 abzuleiten, dass wir dort deu Öfters 
benutzten Grenzübergang von der Variablen [i. zur Variablen (t' an- 
wenden. Hierdurch bekommt man die Formel: 

„(v) ■ du ■ dv 



Hierbei bemerke man, dass sich der Nenner in zwei einfache Integrale 
gespalten hat Das erste dieser Integrale können wir dann vermöge 
bekannter Formeln der Integralrechnung auswerthen*). Hierauf gehen 
wir aber, da es für unseren allgemeinen Ansatz von keiner Bedeutung 
ist, nicht näher ein. 

Gehen wir jetzt noch zu den Fällen über, in welchen die beiden 
Segmente, in denen Oscillation verlangt wird (sagen wir die Segmente 
»Bj»!g und Mi«a)7 ^" bezw. neben verschwindenden Intervallen liegen. 
Hier werden die beiden in Betracht kommenden Lame'schen Functionen, 
nach Einführung der neuen Variablen fi', v, nur noch Lame'ache 
Functionen m = 4 sein, und folglieh nur noch jede von einer Oacilla- 
tionszahl abhängen. Unsere Entwicklung wird also folgende sein : 

/■((•■, «') = 2'2-^-*"W ■ -^"(■'■' 

und dies ist einfach eine Fourier'sche Doppelreihe. Als Coefficienten 
bekommen wir dann: 

^///"(C', r)i:;„(,l^')-E;'{v')-du- dv 

wo sich wiederum die Integrale im Nenner auswerthen lassen. 

Eä bleiben noch solche Eörper zu betrachten, welche durch Flächen 
des Orthogonalaystems R) von Seite 104 begrenzt sind, also reeht- 

*) Man findet nämlich als Werth dieses heBtimmten Integrals, wenn man 
durcb W das dem Segment »Bim, entaprechende Segment der jt'-Axe bezeichnet, 



einfach — , wobei vorausgesetzt ist, daaa man die Function E'^(^') als Sinus 
oder Cosiniia ohne Factor bestimmt. 
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winklige Parallelepipeda und deren Inversen. Hier liegen die tliei 
Segmente in drei verschiedenen Schematen, welche man am zweck- 
mässigsten (vergl. S. 08) gleichzeitig aus einem einzigen allgemeinen 
Schema abgeleitet denkt. Jedem von diesen Schemata entspricht eine 
Lame'sehe Gleichung « = 4 mit einem aceessorischen Parameter h. 
Zwei von diesen l'i bestimmen wir, indem wir das Oscillations- 
theorem für Lame'sehe Functionen w = 4 auf zwei der Segmeute an- 
wenden. Hierauf wird das dritte h vermöge der identischen Relation: 

l), + k, + h. = 

bestimmt. Bilden wir nun unsere Doppelreihe, so haben wir nichts 
Anderes vor uns als eine Fourier'aehe Doppelreihe, deren Coefficienten 
sich durch die bekannten Formeln bestimmen lassen. 

Schliesslich mag noch der Umstand Erwähnung finden, dass 
sämmtliehe Betrachtungen dieses Paragraphen auch dann noch be- 
stehen bleiben, wenn man es mit unendlich kurzen geschlossenen Seg- 
menten zu thun hat. Solche Segmente können selbstverständlich nur 
in einem zweifachen Punkte (11) vorkommen d. h, bei Kugelbüscheln 
mit eintheiligem Gruudkreise. 

Als Specialfall eines solchen Kugelböscheis wollen wir jetzt noch 
den Fall eines Ebenenbüschels näher betrachten. Solche Ebenenbüschel 
treten als Ergänzungen zu Schaareu von Rotationsflächen auf, und 
falls das zum Ebenenbüschel gehörige Segment ein geschlossenes ist, 
wird der betreffende Körper ein Rotationskörper sein. Nuu kommt 
es in der mathematischen Physik oft vor, dass die auf den Seiten- 
flächen des Körpers vorgeschriebeneu AVerthe des Potentials von dem 
Parameter ip des Ebenenbüschels unabhängig sind, und es leuchtet 
ein, dass dann auch die Werthe des gesuchten Potentials von q) un- 
abhängig sein werden. Ein solches Potential wollen wir ein Jtotations- 
potmtial nennen. In solchen Fällen verfahrt man meist so, dass man 
von vornherein nur solche Lame'sehe Producte in Betracht zieht, welche 
selber von ip unabhängig sind. Dies heisst, dass wir uicht mehr von 
allen Hüllpunkten des unendlich kurzen geschlossenen Segmentes Ge- 
brauch machen, sondern nur noch von dem ersten derselben, welcher 
keine Nullpunkte im Segment liefert. Anders ausgedrückt wir schreiben 
im mehrfachen Punkte den Exponenten Null vor, wodurch der sich 
auf q> beziehende Factor sich auf eine Constante reducirt. Wir stellen 
dann unser Potential in der Form einer einfachen Reihe (nicht mehr 
einer Doppelreihe) dar. 

Dieses Alles können wir auch als speciellen Fall unseres allge- 
meinen Ansatzes ableiten, indem wir in den Formeln von Seite 221 
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f(n', v) als eine Function von v allein u s t en Dann spaltet 

Bich (las im Zähler der Coefficienten 7? atel nd D pj I ntegral in das 
Product zweier einfachen Integrale, von denen das eine auf fi sieh 
beziehende Integral stets verschwindet mit Ausnahme des Falles, in 
welchem E'{fi,') eine blosse Constante ist. Die Doppelreihe reducirt 
sich also in der That auf eine einfache Reihe. 



§ 5. Ueber die Eandwerthaufgabe für Körper, deren Schemata 
specialJsirte Segmente enthalten. Integraldarstellungen, 

Die Specialisirung eines Segmentes, mit welcher wir uns in diesem 
Paragraphen beschäftigen werden, besteht natürlich darin, dass einer 
oder alle beide seiner Endpunkte in aingulären Punkten liegen. Sofern 
nur einfache singulare Punkte als Begrenzungen der Segmente auftreten, 
bedarf unser Ansatz zur Behandlung der Eandwerthaufgabe keiner 
Modification, und erfährt auch keine wesentliche Vereinfachung. Eine 
oder mehrere Begrenzungsflächen des Körpers werden dann durch 
Kugeln gebildet, und es können sogar zwei Seitenflächen auf derselben 
Kugel liegen und an einander grenzen, so dass sie scheinbar nur eine 
einzige Seitenfläche bilden. Der analytische Ansatz bleibt dabei, wie 
gesagt, besteben, nur dass eine oder mehrere der Lame sehen Functionen, 
welche vorkommen, Fund amental zweige des bezüglichen singulären 
Punktes sein werden. Hierauf brauchen wir nicht näher einzugehen. 

Gehen wir jetzt zu dem Falle über, in welchem unser Segment 
durch einen mehrfachen singulären Punkt begrenzt wird. Wir haben 
schon im § 1 dieses Kapitels gesehen, dass in diesem Falle die zu 
diesem Endpunkte gehörige Seitenfläche auf eine Linie bezw. einen 
Punkt zusammenschrumpft, so dass unser Körper nur noch durch fftnf 
eigentliche Seitenflächen begrenzt ist. 

Diesem Umstände entsprechend werden wir die Eandwerthaufgabe 
nicht mehr in sechs, sondern nur noch in fünf Einzelprobleme spalten, 
bei denen wir offenbar nicht mehr zu verlangen brauchen, dass das 
Potential auf der zusammengeschrumpften Seitenfläche geradezu ver- 
schwindet, sondern nur, dass es dort endlich bleibt. 

Von diesen Einzelproblemen lassen sich nun einige mittelst unseres 
früheren Ansatzes behandeln. 

a) Zunächst ist dies immer der Fall bei demjenigen Einzel problem, 
bei welchem die Werthe des Potentials auf derjenigen SeitenMche 
beliebig vorgeschrieben werden, welche der zusammengeschrumpften 
Seitenfläche gegenüber liegt. In der That haben wir in diesem Falle 
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Oacillatioii iu Kwei nicht specialisirten Segmenten zu verlangen, währemi 
im dritten specialisirten Segmente Lamescbe Functionen auszusuchen 
sind, welche im betreffenden mehrfachen Punkte endlich bleiben, und 
wir haben auf S. 177 gesehen, dass dies immer möglich ist. 

b) Aber auch in den anderen Fällen, in denen das Oscillations- 
theorem noch beatehen bleibt, können wir unsere bisherige Behand- 
lunga weise un geändert anwenden. 

Dies ist zunächst der Fall (vergl. S. 177), wenn das eine unserer 
drei Segmente in dem verschwindenden Intervalle eines zweifachen 
singulären Punktes liegt, welcher den Endpunkt des specialisirten Seg- 
mentes bildet, und wir ausser in dem specialisirten Segmente noch in 
diesem unendlich kurzen Segmente Oscillation verlangen wollen. 

Aber auch wenn das verschwindende Segment nicht in einem zwei- 
fachen sondern in einem drei- oder vierfachen Punkte liegt, welcher 
den Endpunkt des specialisirten Segmentes bildet, ändert sich nichts 
Wesentliches, denn auch hier bleibt, wie sofort zu sehen ist, das 
Oscillationstheorem bestehen. Nur ein Fall bedarf einer näheren 
Ueberlegung, nämlich derjenige, in welchem das unendlich kurze Seg- 
ment auch specialisirt ist und also nicht mehr von der zweiten bezw. 
dritten Ordnung ist. Auf diesen Fall kommen wir späterhin noch 
einmal zurück. 

Dagegen bedarf unsere Methode oflenbar einer wesentlichen Mo- 
dification in denjenigen Fällen, in welchen das Oscillationstheorem 
nicht mehr aufrecht zu erhalten ist. 

Betrachten wir zunächst, um die Ideen zu fixiren, einen Körper, 
welcher von sechs Flächen des Orthogonalsystems I) von S. 103 be- 
grenzt ist. Lassen wir dann die eine Seitenfläche auf den Doppelpunkt 
des Orthogonalsystems zusammenschrumpfen, so bekommen wir ein 
Fünfflach, welches durch das nebenstehende 

'r i: I '», „ I m, ,>, ,\ '■ Schema charakterisirt ist. Von den fünf 

' '' ' '' ' ■" \ hier auftretenden Eiiizelproblemen wird 

dasjenige, in welchem die Fläche p = »", als ausgezeichnet erscheint, 
wie wir eben unter a) constatirt haben, von keinem besonderen In- 
teresse für uns sein. Dagegen bedarf unser bisheriger Ansatz bei 
den anderen vier Einzelproblemen einer wesentlichen Modification. 

Die zwei Einzelprobleme, in welchen ft = m, und (i = m.^ aus- 
gezeichnete Seitenflächen sind, unterscheiden sich von einander nur 
unwesentlich, und es wird also genügen, wenn wir eins derselben, etwa 
das zweite, genauer betrachten. Aus demselben Grunde werden wir von 
den anderen zwei Einzelproblemen nur dasjenige betrachten, in welchem 
j/ = Mj <lie ausgezeichnete Seitenfläche ist. 
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c) Fassen wir zunächst das E i uze 1 prob lern ius Auge, in welchem 
ji ^ jBg die ausgezeichnete Seitenfläche ist. Hier hätten wir das 
Osciilationstheorem auf die Segmente Wj^«a, r^e, anzuwenden. Ein 
Blick auf die Figur lehrt uns aber, dass kein einziges Lame'sches 
Product dem Osciilationstheorem gemäss zu bestimmen ist, indem die' 
Hülleurven der zwei Intervalle keine gemeinsame Tangente besitzen*). 
Trotzdem gibt es unendlich viele 
zum Körper gehörige Lame'sche Pro- 
duete, welche man bekommt, indem 
man unendlich viele OsciUationen 
im Segmente r,e, zulässt. Um dem- 
entsprechend die accessorisehen Para- 
meter zu bestimmen, brauchen wir 
nur sämmtliehe Hülfsgeraden heraus- 
zugreifen, welche eine Hüllcurve des 
Segmentes n^n^ berühren und die Or- 
dinate in e, oberhalb des Punktes Ä 
schneiden. Diese Hülfsgeraden bilden 
nicht mehr eine diacrete sondern so 
zu sagen eine gemischte Mannigfaltigkeit**}. Diesem Umstände ent- 
sprechend tritt an Stelle des einen Stimmenseichens unserer Boppelreilie 
ein Integralzeichen ein, wie wir jetzt näher erläutern wollen. 

Da wir jetzt unendlich viele Halboseillationen im Segmente p 
haben, so können wir unsere Lame'schen Functionen nicht mehr als 
£h, r bezeichnen, denn es musste gleichförmig für alle zum Körper ge- 
■ hörige Lame'sche Functionen )■ = oo gesetzt werden. Denken wir 
uns aber das Segment p als nicht ganz bis an den Punkt e^ heran- 
reichend, und bezeichnen wir das entsprechende Segment der w-Axe 
(tv = ( ■■ - 2^ ) durch [w], dann wird die Zahl x = /- , eine einfache 
Bedeutung haben. Es wird nämlich - die durchschnittliche Länge 
einer Halboscillation im Segmente [tc] sein. Lassen wir nun das 
Segment p bis an den Punkt e^ sich erstrecken und damit das Seg- 
ment [w] unendlich lang werden, so wird, da die Kraft in unserem 

*) Es scheint niclit auBgeachloasen zu sein, dass einige der Hüllcui-ven des 
Segmentes n,»!, so hoch zu liegen kommen, dass doch eine begrenzte Anzahl 
solcher gern einäamer Tangenten esistiren. Ist ahec das Segment n^n^ hinreichend 
kurz, so werden die Verhältnisse jedenfalls so sein, wie sie in der Figur ekizairt 
werden. 

**) Das Wort gemücht soll bedeuten, dass die Mannigfaltigkeit i*eder voll- 
ständig continuirlich noch vollständig discontinuirlich ist. 

liacher, Heihenentwiokolungon der rolentiallhoorie. 15 
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mechaniaclieii Hülfsproblem eine eiiilliclie bleibt, die Zahl x sieh offen- 
bar einer endlichen Greuze näherD, Diesen Grenzwerth wollen wir 
mit It bezeichnen, Jetzi; bedeutet -^ offenbar niehia anderes als den 
■ Grenzwerth, welchem sich die Längen der Halboscillationen mit wach- 
sender Zeit nahem. Die Zahl 7; wird nach unendlich langer Zeit mit 
der Quadratwurzel aus der Intensität des Krattcentrums direct pro- 
portional sein, wnd ist also geeignet die verschiedenen zum Körper 
gehörigen Functionen von einander zu unterscheiden. In der Tbat 
werden die zu verschiedenen Zahlen h gehörenden Hülfsgeraden die 
Ordinate in <;, in verschiedenen Punkten schneiden. Die Grösse k 
wollen wir den Lame'schen Functionen als unteren Indes hinzufügen, 
dieselbe jedoch iu Klammern einschliesseu um daran zu erinnern, dass 
sie keine Oseillationszahl ist. Die zum Körper gehörigen Lame'schen 
Producte werden dann sein: 

wobei h alle reellen Werthe von bis oo annehmen kann, n aber 
nur alle reellen gauzzahligen Werthe von 1 bis oo . Fügen wir jedem 
dieser Producte einen Coefficienten Ä„^)^ hinzu und addiren wir die- 
selben, so sehen wir, dass es jedenfalls nothwendig ist, damit dieses 
Aggregat emen endlichen Werth haben soll, dass die Coefficienten 
unendlich klein sein müssen. Schreiben wir also A„,k = «»,* ■ dk, so 
werden wir unsere ii)-^ü\\fAiGa in folgender Form darstellen wollen: 



-^Xh. 



,->{(v)-K,,,{v) ■■£:;:,,,( Q)-dk. 



Setzen wir hierin «»,*■ K,ii)(»»a) = ?>«,;■, so haben wir nur Jioch, 
unser Problem zu lösen, h„^k so zu bestimmen, dass: 



K-", Q) =2ß"'' ■ ^"''''^"^ ■ ^"'"'^ 



. dk. 



Eine Formel zur Bestimmung der ö„,* bekommt man sofort, wenn 
man den hier vorliegenden Fall wieder als Grenzfall betrachtet Lassen 
wir das Segment p nicht ganz bis an den Punkt Cj heranreichen, so 
können wir schreiben: 

fi", o) =2 Jr^"'-' ■ -^■■■■'■'^ ■ '^-•''<"' 

WO die Coefficienten B„,, nach den gewöhnlichen Formeln zu be- 
stimmen sind. Setzen wir ferner wie früher x -- 
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wir durch ^Jk den Unterschied zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Werthen von ) 
sehreiben: 



«•■, c) 



^22^.. 



.mk;,bW-e;»>(9)-^*- 



Machen wir jetzt den Grenzübergang, so bekommen wir die Formel: 



i)„,,,,=liin(7?„..M)=liii 



fj{v - g) { E-_^(v) ■ £;;(e) ydv.dw 



Hüllcurven des 
!n demselben Sinne 
des Segmentes 




d) Gehen wir jetzt schliesslich zu dem Einzelprobleme über, in 
welchem v = m^ die ausgezeichnete Seitenfläche ist, so sehen wir, 
dass sich die Sache jetzt etwas anders 
gestaltet, weil 
Segmentes m^m.^ 
laufen, wie diejenig 
e^r^. Dieser Umstand bewirkt, dass, 
jedenfalls für hinreichend grosse 
Oscillationszahlen m, es eine end- 
liche Anzahl von Tangenten der 
Hüllcurven des Segmentes (i geben 
wird, welche eine Hüllcurve des 
Segmentes q berühren. Wir können 

also für jede Oscillationszahl m eine endliche Anzahl von Lame'sehen 
Producten bestimmen, welche zu endHchen Werthen der Oscillations- 
zahl r gehören. Für eine gegebene Zahl m darf aber die Zahl r 
eine bestimmte Grenze nicht über seh reiten, es sei denn, dass wir un- 
endliche Werthe von r zulassen. Soweit wir nun das Oscillationstheorem 
noch anweiiden können, bleibt die Doppelreihe für ii ungeändert; für die 
späteren Theüe der Reihe wird aber, gerade wie im oben besprochenen 
Problem, das eine Summenzeichen zu einem Integralzeichen werden. 
Bezeichnen wir also durch M die kleinste Oscillationszahl m, für 
welche gemeinsame Tangenten existiren und durch r^ die grÖsste 
endliche Oscillationszahl r, welche wir neben der Oscillationszahl m 
vorschreiben können, ao werden wir für i/i folgende Darstellung haben: 
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wo die Coefticieuten A,„^r uaeli fleii gewiJhiiliclieu Füriiielii, die' «,„^;. 
ähnlich wie soeben zu bestimmen sind*). 

Wir gehen jetzt noch kurz zu andtreu Fällen fiber, in welchen 
ebenfalls lutegvaidavstellungen auftreten. 

Erfüllt ein Segment ein Intervall, welches an beiden Enden durch 
einen zweifachen PuBkt begrenzt ist, so wird sich, gerade wie oben, 
das eine Sitmmenz eichen in ein Integralzeichen verwandeln. In diesem 
Falle kann auch niemals (vergl. die auf Seite 180 angegebene Gestalt 
der HüUeurven), wie es in dem zuletzt betrachteten Falle geschah, ein 
Theii der Reibe un ausgeartet bestehen bleiben. 

Reichen andererseits alle beide Segmente, in welchen wir Oseilla- 
tion vorschreiben wollen, bis an zweifache singulare Punkte, so wird 
die Doppelreihe in ein Doppelintegval ausarten, dem Umstände ent- 
spiecheud, dass jetzt die Mannigfaltigkeit der von uns in Betracht zu 
ziehenden Hulfsgeraden eine .iweifach continuirliehe ist. Dabei wird 
unter Umstanden auLh hier ein Theii Jer Reihe nur insofern ausarten, 
(Idss das ejne Summenzeichen /um Integralzeichen wird; und es scheint 
sog ir nicht ausgeschlossen /u sein, daas unter Umständen einige 
Glieder dei Reihe ganz unausgeartet bestehen bleiben. 

Haben wir es schhesslich nicht mit zweifachen, sondern mit drei- 
oder vierfachen Punkten zu thun, so bleibt unser bisheriger Ansatz 
im Wesentlichen ungeändert. Dass wir nichts Genaues über die rela- 
tive Lage der Änfangstangenten der verschiedenen Hülicurven wissen 
(vergl. Seite 179) hat nur zur Folge, dass wir nicht mehr behaupten 
können, dass die oben als r^ bezeichneten Grössen immer endlich 
sein werden. 

üeberhaupt haben wir in den hier berührten Fällen ein bis 
jetzt fast unerforschtes Gebiet. Es bleiben aber auch andere Fälle, 
in welchen bekanntere Integraldarstellungen vorkommen. Es sind diese 
Fälle diejenigen, in welchen unendlich kurze Segmente, in denen wir 
Oscillation verlangen, sich bis an mehrfache singulare Punkte heran- 
erstrecken ; oder, was auf dasselbe hinauskommt, in welchen Segmente 
(!.', v, q' in den ergänzenden Schematen bis an einen mehrfachen Punkt 
heranreichen. 

Fassen wir z. B. einen Körper ins Auge, welcher von vier con- 
focalen Kegeln zweiten Grades und einer Kugel, welche ihren Mittel- 
punkt in der Spitze der Kegel hat, begrenzt wird. Dieser Körper 

*) Die Möglichkeit einer solchen Ausartung, wie sie hier eintritt, wurde 
Tom Verfasser ajigedentet am Schiusa eines Aufsatzes „On Bome applications of 
BesseVs Functions witii pure imaginary index", Annala of Math, Bd. C (1893). 
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wird durch die nebenstehenden Schemata charakteriairt. In den vier 
Eiuzelproblemen, in welchen wir im Segmente p' Oscillation verlangen, 
wird an Stelle des einen Summenzeichens ein Integralzeichen auftreten. 
In der That sehen wir nach den Angaben 

von Seite 219, dass in diesem Falle <iie '\/ ' ('„_ „ f;,^ ,„ f' 

Hüllpunkte des unendlich kurzen Seg- ^ \^ i // t 

mentes p sich in einem Punkte zuaammen- 

häufen, nämlich in dem Punkte A, in t j^ '/M/' 

welchem die Ordinate in e^ von der Curve i 1 p TN 

dritter Ordnung geschnitten wird. Da- 
gegen können wir aber jetzt die Gesammtheit aller derjenigen Punkte 
der in e^ errichteten Ordinate als Hüllpunkte ^lassen, welche auf der 
einen Seite des Punktes A liegeo, indem jeder von diesen Hüllpunkten 
unendlich vielen Oscillationen im Segmente q (bezw. p') entspricht. 
Da diese Hüllpunkte jetzt eine continuirliche Mannigfaltigkeit bilden, 
so wird, wie oben behauptet, das eine Summenzeichen sich in ein 
Integralzeichen verwandeln. 

Gerade wie die Doppelreihe von Seite 220 sich spalten liess, so 
können wir auch hier unsere gemischte Reihen-Integraldarstellung 
spalten. Indem wir die früher gebrauchte Bezeichnung anwenden, 
können wir nämlich schreiben: 

Setzen wir hier wie früher: 

so haben wir zunächst C/i so als Function von v zu bestimmen, dass 

ft-, <•')-/&•■£;;;(<>')•<*''. 

Dies ist aber einfach dn Fourier'sches Integral, denn es ist, wie wir 
wissen, Eii,{Q') = L ■ sin rk(w' — w,'), wo L eine beliebige Constante 
bedeutet, und w^' den Werth des Integrals w'j welcher dem Punkte 
q' = /, entspricht. * 

Aber auch ohne directe Bezugnahme auf die Formeln des Fourier- 
schen Integrals können wir die Coefficienten 5„, j bestimmen. In der 
That haben wir gerade wie früher Seite 227 ; 
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Wir wissen aber (vergl. die Bemerkung unter Seite 221), dass das 
erate Integral im Zähler gleich ist der Hälfte des ersten Integrals im 
Nenner, sofern wir nur die oben eingeführte Constante L =^^ 1 setzen. 
Wir bekommen also: 

-■/,/'(' - '.)'('. (■■) -k;;»)« *'(»(«■) ''» ■ ■*"' 

/(.-<,)(s,;;,„(,))>d„ 

An diesem ganzen Ansatz braucht natürlich nichts geändert zu 
werden, wenn das unendlich kurze specialisirte Segment einem Kugei- 
büschel mit Punktgrundkreis entspricht und also in einem Punkte (21) 
oder (31) liegt. 



g l3. Ueber die verallgemeinerte Eaudwerthanfgabe und das Potential 
von Fischenbelegungen und von räumlieh vertheilten Massen. 

Wir haben früher gesehen (11,4. §4), dass die verallgemeinerte 
Itandwerthaufgabe, bei welcher wir die Werthe von F + c — - auf der 
Oberfläche des vorgelegten Körpers vorschreiben, für das allgemeine 
Cjcli den a echsflach schon deshalb durch unsere Methoden nicht zn lösen 
ist, weil die einfachen Lame'schen Producte noch keine Potentiale sind, 
sondern erst mit den Factor T niultiplicirt werden müssen, ehe wir 
Potentiale bekommen. Dieselbe Schwierigkeit wird auch bei den aus- 
gearteten Coordinatensystemen auftreten, sofern sich dieser Factor T 
nicht auf eine Constante oder aber auf eine Function einer einzigen 
Coordinate reducirt. Wir werden uns also bei der verallgemeinerten 
Aufgabe (vergl. Seite 197) auf diejenigen Coordinatensysteme be- 
schränken, welche Ausartungen elliptischer Coordinaten sirfd, d. h, 
welche zu Orthogonalsystemen gehören, die aus Flächen zweiten bezw, 
ersten Grades bestehen (excentrische Kugelbüschel allein ausgenommen)*). 

*) Hiermit soll durchatu^ nicht behauptet werden, dass durch eine Er- 

weiteruBg unserer Methode nicht auch andere Fälle betrachtet -werden können. 

In der That hat Hicks {Phil. Tiana. 1881) den Fall des Rotation spotentiala 

dV 
im Aensseren eines Kreisringes behandelt, bei welchem die Werthe von , 

vorgeschrieben werden. 
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Ist ein Körper durch Flächen eines dieser letzten Orthogonalsjsteme 
begrenzt, so können wir die allgemeine Eandwertb aufgäbe nach Vor- 
schrift von II, 4. § 4 lösen, sofern c auf jeder Seitenfläche, bis auf 
einen beliebigen constanten Factor, in ganz bestimmter Weise als 
Function des Ort-es bestimmt ist. Dabei darf aber, allgemein zu reden, 
c, sofern es einen consiantm Werth haben soll, ausser dem Werthe 
Null, welcher auf die einfache Randwerthaufgabe zurückführt, nur den 
Werth oo haben, was natürlich bedeuten wird, dass die Wertbe von 
^ selber vorgeschrieben werden. Uebrigens sehen wir, indem wir 
auf die früheren Entwickelungen Bezug nehmen, dass c eine ein- 
fache geometrische Bedeutung hat. Es muss nämlich c in jedem 
Punkte einer Seitenfläche proportional sein dem Abstände zwischen 
dieser Seitenfläche und einer unendlich benachbarten Fläche der- 
selben Sehaar. Es haben also diejenigen Fälle besonderes Interesse, 
in welchen die Flächen der Sehaar aquidistant sind, indem auf Seiten- 
flächen, welche solchen Fläebenschaaren angehören, c einen beliebigen 
constanten Werth haben kann. • 

Natürlich werden auch bei diesen verallgemeinerten ßandwerth- 
aufgaben in speciellen Fällen ganz ähnliche Modificationen der Be- 
handlungsweise in Anwendung gebracht werden müssen (z. B. lutegral- 
dar Stellungen), wie in den entsprechenden Fällen für. die einfache 
ßandwerth aufgäbe. Hierauf wollen wir aber nicht näher eingehen, 
sondern nur das Hauptresultat folgendermassen zusammenfassen: 

Wenn ein Körper gegeben ist, welclwr als Ausartung eines Cyclidm- 
sechsftachs angesehen werden Mnn, so Icmnen wir durch unsere Methoden 
ein Foiential V innerlialb äesselhen hestimmen, wetdies dort eindeutig und 
nebst seinen ersten Ableüungen stetig ist tmd auf den Seitenflächen eine 
Grenebedingung befriedigt, welche folgendermassen gewählt werdm Jcann: 

Auf jeder Seitenfläche Mnn diese Bedingung darin bestehen, dass die 
Werthe von V beliebig vorgeschrieben werden. 

Auf jeder Seitenfläche, welche gu einer Schaar von Flächen erster oder 
zweiter Ordnung gehört, welche Hein excentrisclier Kugelbüschel ist, können 
wir- statt dessen die Werthe von ^- beliebig vorschreiben; {oder aber die 
Werthe 'von ^+c^, sofern c auf specieUe Weise als Function des 
Ortes auf der Oberfläche bestimmt ist). 

Auf jeder der Seitenflächen, welche m einer ScJiaar äquidistanter 
Flächen gehört, können wir die Werthe von F+c^-, unter c eine he- 
utige Constante verstanden, beliebig vorschreiben. 
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Indem wir uus zum Ziele setzen, 7u den hauptsdchlichen Problemeii 
der gewöhnliclien Poteatialtheorie fetellmig zu iiehmea, betrachten wir 
eine neue Aufgabe. Es wird ein Korpei gegeben, ilei>sen Oberfläche in 
beliebiger Weise mit Müsse belegt lüt, welche nacli dem Nenion'seken 
Gesetze ansieht. Es wird verlangt, iJas Fotential äiebct Oberflächen- 
belegung sowohl innerhalb als auch ausserhalb des Körpers m iestimmett. 
Ist insbesondere der vorgelegte Körper die Ausartung eines Cycliden- 
sechsSacbs, so können wir das hiermit ausgesprochene Problem, wie 
wir zeigen wollen, durch unsere Methoden lösen, sofern das in Betracht 
kommende Orthogonalsyatem das System confocaler Flächen zweiten 
Grades oder eine Ausartung desselben ist. 

Fassen wir zunächst den Fall eines Vollellipsoids ins Auge. Hier 
wird auf dem Eilipsoid p = )\ eine Massenbelegung von der Flaehen- 
dichtigkeit e (jt, v) ausgebreitetj und wir wollen das Potential be- 
stimmen, welches von dieser Flächeubelegung herrührt. Dieses Po- 
tential werden wir durch zwei verschiedene ßeihen darstellen, von 
denen das eine das Potential V^ innerhalb des EUipsoids, das andere 
das Potential Vg ausserhalb desselben darstellt. Die erste dieser 
Keihen wird nach Lame'schen Produeten, welche zum Inneren, die 
zweite nach Lame'schen Produeten, welche zum Äeussereu des Eliipsoids 
gehören, fortschreiten müssen. Die Lame'schen Producte der ersten Eeihe 
haben wir schon III, 3. § 3 ausführlich besprochen. Die Lame'aehen 
Producte, welche zum Aeusseren des Vollellipsoids gehören, unterscheiden 
sieh von diesen nur dadurch, dass der dritte Factor, welcher vom 
Parameter p der EUipsoidenschaar abhängt und welcher nicht oscillirt, 
so zu bestimmen ist, dass er im Punkte p = oo (d. h. im unendlich 
fernen Raumpunkte) nicht unendlich wird*). Bezeichnen wir diesen 
dritten Factor durch E, so werdeu wir Vi und V,, folgendermassen in 
Heihen zu entwickeln haben: 

y. -22^^ *■■•(''' • *'--w ■ *■■'■(<')' 

V. -_2'2'^'- *»-(''> ■.■^-.•« ■ <•(«■)• 

wo gerade wie früher in jeder Reihe acht verschiedene Lame'sche 
Producte vorkommen, weiche durch obere Indices i.^, e,,, s^ zu unter- 
scheiden sind, die wir aber der Einfachheit halber weglassen. 

Nun wissen wir aus allgemeinen Principien der Poteutialtheorie, 
dass auf dem EUipsoid p = fj : 

*) Dieser Factor wird natürlich uieht mehr algebraisch sein. Er ist vielmehr 
die von Liouville unil Heiue eingeführte „Lame'sche l'unctJon zweiter Art". 
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wo n die Richtung der inneren Normale bedeutet. Erinnert man sich, 
dass man hier 

dn == — "[/(p — f-)(Q — v)dw 
hat, so kann man diese zwei Bedingungen schreibeü: 

2'2u™,.E;;(r,)-Ä,„E;;;„(r,)] ■ K,.(fi) - ez^v) = o, 

Bezeichnen wir in der zweiten dieser Gleichungen den Ausdruck in 
eckigen Klammern mit B^,„, so haben wir die Aufgabe, die Coeffi- 
cienten einer Reihe SSB„t,nKn,7,{V') ■ EZ,^{v) so zu bestimmen, dass 
die Reihe die Function — 4:%Y{r^'~ ii.){r^ — v) ■ fl(ft, v) darstellt. Dies 
können wir aber vermittelst unserer früheren Formeln thun. Sind 
dann jetzt £„,« die auf diese Weise bestimmten Grössen, so wird 
unser Problem offenbar gelöst sein, wenn wir A«,,,, und Ä^ „ den fol- 
genden Gleichungen gemäss bestimmen: 

Die endgültigen Formeln, welche wir durch Autlösung dieser 
linearen Gleichungen und Einsetzen des Ausdruckes für B bekommen, 
brauchen wir nicht ausdrücklich hinzuschreiben. 

Ist ferner nicht blos eine Fläche des Orthogonalsystems, sondern sind 
mehrere mit Masse belegt, so bestimmen wir auf die oben beschriebene 
Weise das Potential von jeder einzelnen Flächenbelegung und addiren 
sämmtliche so erhaltenen Potentiale. Insbesondere könnten wir die 
sechs Flächen, welche ein Sechsflaeh begrenzen, so mit Masse be- 
legen, dass ausser in denjenigen Theilen der Flächen, welche als 
Seitenflächen des Sechsflachs auftreten, die Dichte überall Null ist. 
Innerhalb des Sechsflachs würden wir dann das Potential durch eine 
einzige Reihe dargestellt haben, ausserhalb desselben aber (falls wir 
es mit dem allgemeinen System confocaler Flächen zweiten Grades zu 
thun haben) durch 27 verschiedene Reihen, je nachdem wir uns in 
dem einen oder dem anderen der 46 Raumtheile befinden, in welchem 
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der Raum ausserliall) des Seclisriaelis selber diircli die kpcIim Hegreuziiugs- 
fliiehen getheilt wird. 

Gehen wir uun einen Schritt weiter und suclien wir (las Potential 
einer räumlicliei% Massenvertheilung. Hier woUeu wir wiederum das 
Vollellipsoid von gegebener (veränderlieber) Dichte betrachten. Dieses 
Ellipsoid liönnen wir dnreh Ellipsoidenfläeben, welche mit seiner Be- 
grenzung confocal sind, in unendlich dünne Schichten zerlegen. Das 
Potential einer jeden solchen Schicht bestimmen wir dann gerade wie 
bei der Flächenbelegung oben und bekommen das Gesammtpotential 
des Eliipsoids, indem wir sämmtliehe so erhaltenen Potentiale addiren, 
d. h. ein Integral bilden*). 

Es mag aber hier besonders betont werden, dass bei dieser Be- 
li and lungs weise das specielle krummlinige Coordinatensy stein und zu- 
gleich das specielle System Lame'scher Producte, welche in Anwendung 
gebracht werden, völlig willkürlich ist**); so konnten wir ■/.. li. das 
Voilellipsoid ebensogut in kugel- oder cj linder form ige Körper zer- 
legen, in welchem Falle man das Coordinaten System H) bezw. ]Si) 
statt des Coordinatensystems T) gehrauchen würde***). Es kann 
sogar der Körper eine beliebige Gestalt haben, d. h. nicht von 
cont'ocalen Flächen zweiten Grades begrenzt sein. Dabei wird 
diese Methode natürlich nur dann in der Praxis anzuwenden 
sein, wenn sie Resultate liefert, welche in irgend einer Be- 
ziehung einfacher erscheinen als das gewöhnliche dreifache Integral: 
V==fffTdtn, in welchem T den reciproken Abstand eines Massen- 
elementes dm des Körpers von einem beliebigen Punkte des Raumes 
bedeutet. Ob die Methode überhaupt praktisch anzuwenden ist, bezw. 
welches Coordinaten System auszusuchen ist, wird natürlich von der 
besonderen Dichtigkeitsvertheilnng abhäiigen. 

Die letzten Bemerkungen gelten auch für eine andere in der 
Literatur vielfach angewandte Methode, welche sich uiniiittelbar an 
die oben angeführte Integralformel: 

anschliesst. Diese Methode besteht darin, dass T in eine nach Lame'schen 
Producten fortschreitende Reihe entwickelt wird, woduich man gleich 

*) hl der hier geschilderten Weise wiid m dem Lehrbuch »on Byerlj 
„Foütier'a Seties etc." das Potential eines homogenen Ellipacuds behandelt 

**) Eine ähnliche Willkür tiitt bei den Kandn erthanfgaben nni dann ein 
wenn der Körper durch eine oder mehrere Kngeln liegieizt 13t Vergl & 204 

***) Allein man könnte dann das Potential im Äua^enraume nicht mehr durch 
eine einzige Reihe darstellen. 
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für V seiber eine gl ei eli gebaute ßeihe bekommt. Diese Entwiekelung 
von T gescJiieht meistens durch verschiedeiie analytische Kunstgriffe, 
bei weielien die a eil lation sei gen Schäften der Glieder der darstellenden 
Reihe nicht hervorgehoben werden. Dagegen können vfir dieselbe 
gerade auf unsere Behandlung der fundamentalen Randwerthaufgabe 
zurückführen. In der That ist T selber ein eindeutiges Potential, 
vfolches iu einem Punkte (a, h, c) unendHch wird, sonst aber überall 
nebst seinen ersten Ableitungen endlich und stetig verläuft. Nehmen 
wir also irgend ein Cyelidensechsfiach, in dessen Inneren der Punkt 
(a, b, c) nicht Hegt, und bestimmen wir die Werthe von T auf dessen 
Oberfläche, so werden wir gerade das Potential T in der Form einer 
Reihe bekommen, wenn wir durch unsere frühere Methode die ge- 
wöhnliche Randwerthaufgabe mit dem Werthe von T als Raudwerth 
für dieses Oyclidensechsflach lösen. 

Wollen wir z. B, T nach denjenigen speciellen Lame'schen Pro- 
ducten entwickeln, welche dem Coordinatensystem N) (Seite 104), also 
gewöhnlichen Cylindercoordinaten , entsprechen, so verfahren wir 
folgeuderraassen. Wir bezeichnen die Cyliudercoordinaten des an- 
ziehenden Punktes (a, h, c) durch (a, s, a), diejenigen eines beliebigen 
anderen Punktes (x, y, s) durch (a;, r, ili), und betrachten einen der 
Halbräume, welcher durch die Ebene x = a begrenzt ist, als Ausartung 
eines Cyclidensechsflachs. Wir müssen dann innerhalb dieses Halb- 
raums ein Potential bestimmen, weiches dort eindeutig und nebst 
seinen ersten Ableitungen stetig ist, und für x = a sich auf 



reducirt. Die ganze Schwierigkeit besteht also in der Auswerthung 
der Coefficienten der Entwiekelung {in diesem Falle der gemischten 
Reihen- und lutegraldarsteliung) dieser Function*). 

Schliesslich kommen wir zu einem sowohl sachlich wie auch 
historisch sehr interessanten Problem. Wird ein Rotationskörper**) 



*) Als endgültiges Resultat theilea wir folgende Formel mit, welche i 
e's „Handbuch" Bd. 11 p. 175 auf ganz anderem Wege ahgeleitet istr 



= 2^ cOB v{ip — CO) re+ ^'~'''>^ ■ J^(lr) ■ J,(ls) dl. 



Das obere oder untere Vorzeichen iat hier za gebranchen, je aaiibdera die Dar- 
stellung im Halbraume a; > a oder a: < ra gelten aoll. 

**) Dies aoll heissen, daas alle Flächen constanter Dichte Rotationsflächen 
mit gemeinsamer Rotationsaxe nind. 
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vorgelegt, so ist es oft leicht, etwa durch directe Iiitegratioi), das 
Potential desselben für Punkte auf der Rotationsaxe zu finden. Offenbar 
wird das Potential selbst ein Rotafcionspotential sein. Ein solches 
Potential ist abei vuUstaudig bestimmt, «enti seine Werthe auf der 
Rotationsaxe gegeben sind Ea entsteht also die Aufgabe, dieses Fo- 
tenlml vetnwge der helannim We>tlii. desailben auf der Rotationsaxe in 
der Fotm cina Bethe daizubtellen 

Bei diesem Probleme lege man das gewöhnliche Polarcoordinaten- 
system H) (Seite 103) zu Grunde, indem man die Axe des Systems 
mit der Botatiousaxe zosammenfalleii lässt. Hier stelle man zunächst 
solche Lame'sche Produete auf, welche selbst Rotationspotentiale sind. 
Diese Lame'schen Produete schreiben wir, der gewöhnlichen Bezeich- 
nuugsweise folgend, als: 

(/,)■" + il/j-"-')(/-'-P,.(cos^) + Jl/'g„(cosi^)). 
Sollen diese Produete nicht mindestens auf der einen Hälfte der 
Rotationsaxe unendlich werden, so muss nicht nur J1' = sondern 
auch die Zahl « eine ganze positive Zahl sein; vergleiche des Näheren 
den nächsten Paragraphen. 

Wir wollen uns nun der Kürze halber auf einen Theil des 
Problems beschränken, indem wir uns nur mit demjenigen Theile 
des Raumes beschäftigen, der ausserhalb einer Kugel liegt, welche 
den Anfangspunkt als Mittelpunkt hat und welche den anziehenden 
Körper ganz ein sehlies st. Ausserhalb dieser Kugel werden unsere 
Lame'schen Produete eindeutig und bis auf den unendlich fernen 
Punkt stetig. Damit sie aber für diesen Punkt nicht unendlich werden, 
müssen wir setzen i = 0. Wir werden also schliesslich unser Po- 
tential V in eine Reihe folgender Gestalt zu entwickeln haben; 



Setzen wir iiun: 



P.(co.») 



und bezeichnen wir die auf der Rotationsaxe gegebenen Werthe von V 
durch /"{»■), so haben wir nur noch die Coefficienten folgender Reihen- 
entwickeluug zu bestimmen: 






*) Gewöhnlich beBtimmt man P„(eo8&) gleich durth Hinzufügung eines von 
n abhängigen numerischen Factors so, dasB i'„(l) = 1. Dann werden B^ und A^^ 
natürlich mit einander identisch. 
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D, h. wir brauchen nur f(r), welche natürlich stets eine analytische 
Function sein wird, in der Nähe des Punktes r ^ co in eine fallende 
Potenzreihe zu entwickeln. Hierin liegt das Merkwürdige bei dieser 
Lösung, denn in allen anderen Fällen haben wir die gegebene Func- 
tion, welche keine analytische Function zu sein brauchte, in, eine Reihe 
entwickelt, welche nur oscttUrende Lame'sche Functionen enthält, Mer 
aber oscüliren die Lame'scfien Fundionen nicht, denn sie sind reelle 
Potenzen vun r. 



§ 7. Historischer Bericht über die liauptsächlicheten bis jetzt auf- 
gestellten Beihenentwickelungen der Potentialtheorie. Einordnung 
in uneere Theorie*). 

Der erste, der mit Erfolg Reihenentwickelungen der von uns be- 
trachteten Art in der mathematischen Physik aufgestellt hat, ist 
Legendre, der in einem Aufsatz „Recherches sur l'attraction des sphe- 
roides homogenes"**) diejenigen Reihenentwickelungen für das Potential 
von Rotationskörpern aufstellte, welche wir am Schlüsse des vorigen 
Paragraphen discutirt haben. Dabei macht er von der Differential- 
gleichung des Potentials keinen Gebrauch, sondern geht von der Dar- 
stellung eines Potentials als dreifaches Integral aus. 

Als eine Erweiterung dieses Aufsatzes ist die epochemachende 
Abhandlung von Laplace, „Theorie des attractions des spheroides et 
de la figure des planetea" (17-82)***) anzusehen. Hier handelt es sich 
um das Potential eines nur wenig von der Kugelgestalt abweichenden 
Körpers. Obwohl die Differentialgleichung des Potentials hier zum ersten 
Male eingeführt wird, wird bei der Behandlung des Problems die Integral- 
fonnel für das Potential eines Körpers benutzt. Die Lösung der ein- 
fachen Rand werthauf gäbe für die Yollkugel bekommt mau durch eine ge- 
ringe Modification der hier von Laplace entwickelten Änalysis. Zu diesem 
Problem ist von unserem früheren Standpunkte aus Folgendes zu sagen. 

Wie schon früher bemerkt, kann die Vollkugel auf viele ver- 
schiedene Weisen als Ausartung des allgemeinen Cyclidenseehsflachs 
angesehen werden. Um aber die Laplace'sche Reihenent Wickelung 
zu bekommen, muss man das gewöhnliche Polarcoordinatensystem H) 

*) Bei Seite gelassen werden die Reiiienent Wickelungen der Störungatheorie, 
da sie nach ganz anderen Principien, wie die von uns betrachtetea , aufge- 
baut sind. 

**) Me'moires dea savants etrangets. Bd. X. (1735), Wegen des wahren 
Datums dieser Abhandlung vergl, Heine'a „Handbnch". (2. AuS.) Bd. I. S. 2. 
***) Mömoires de racadömie des adences. 
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(Seite 103) zu Crruiide legen. In diesem Coordinateuaystem ■ könne» 
wjr die Vollkugel durch die neben stehenden Schemata ch^raktc 
risiren. Dieser Körper kommt also in zweifacher Hinsicht unter den- 
jenigen, welche in § 5 discutirt sind, vor, indem die Segmente v und p' 
beide specialisirt sind. Trotzdem abei 
kommt keine Integral dar Stellung hier vor, 
denn wir haben in den Segmenten 
und V Oscillation zu verlangen. Es wird 
'■' also das Segment p' zum Falle a) § 5 

" /N gehören, das Segment v zum Falle b). 

Dem Umstände entsprechend, dass das 
eine Segment, in welchem Oscillation ver- 
langt wird, in einem verschwindenden 
Intervalle jt liegt, werden wir die lineare 
Verbindung Ae^-\' B der accessorischen Parameter leicht bestimmen 
können. Unserem allgemeinen Ansätze zufolge wäre vielleicht zu er- 
warten, dass zur vollständigen Bestimmung der accessorischen Para- 
meter die Auflösung einer transcen deuten Gleichung nöthig wäre. 
Dies ist aber bekanntlich nicht der Fall, sondern es wird, wenn wir 
c^ = oo setzen, A = «(ra + 1), wo n eine ganze Zahl ist. Dies ist 
im Zusammenhange unserer Darstellung dadurch zu erklären, dass die 
Voilkugel ein specieller Fall des Vollellipsoids ist (vergl. § 3). 

Wir kommen jetzt zu Fourier's grosser Preisschrift „Theorie du 
mouvement de la chaleur dans les eorps solides", welche 1812 von 
der Pariser Akademie gekrönt wurde*). Es wird hier nicht nur die 
gewöhnliche, sondern auch die verallgemeinerte Piandwerthaufgabe für 
das rechtwinklige Parallelepepidon durch sog. Pourier'sehe Reihen gelöst. 
Ferner wird dann ein oder alle beide Segmente, in welchen Oscilla- 
tion verlangt wird, specialisirt, indem eine oder zwei Dimensionen des 
Farallelepepidons unendlic)i gesetzt werden. Hierdurch verwandelt sich 
^in oder beide Summenzeichen in Integralzeichen und wir haben die 
Lösung des Problems in der Form von Fourier'sehen Integralen. 

Weiter wollen wn uui noch ein Problem anführen, welches von 
Fourier behandeit wiid, nimlich die einfache und auch die verallgemei- 
nert« Kandwertliauf^abe tur den RotationscjÜnder von endlicher Länge. 
Allerdings behandelt hier 1 oui ler nur das Problem des Uotationspoteutials, 
80 dass ausschliesslich die Bessel sehen Functionen nullter Ordnung bei 

*) Dieae Arbeit ist erst 1824—26 in den Memoireä de Tacadbinie gednickt 
worden. Der erste nnd wiobtigate Theil war schon 1822 mit nur unwesentliclieu 
Aenderungen unter dem Titel „Thöorie analytique de La chaleur" erschienen. Cf. 
Fourier' a gesammelte Werke. 
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Ihm vorkommen. Der allgemeine Fall, wurde einige Jahre später von 
Poisson bebandelt*). Auch in diesem Problem enthält das Schema 
unseres Körpers ein specialisirtes Segment, welches unter a) § 5 ge- 
hört, ao dass wir keine IntegraldarstelluDg bekommen. 

Iti einer sehr schwer lesbaren Abhandlung „On the determination 
of the esterior and interior attraction of ellipsoids of variable den- 
sities"**) beschäftigt sich Green mit dem Potential eines nicht- ■ 
homogenen Ellipsoids. Aeusserlich unterscheidet sich aber seine 
Behandlung des Problems von der unsrigen dadurch gänzlich, dass er 
zunächst das Ellipsoid mitsammt dem umgebenden Räume als in 
einem Räume von vier Dimensionen gelegen denkt, dann aber auch, 
dass er durchweg mit gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten rech- 
net. Auch wird das Problem gleich für Räume beliebig ■ vieler Di- 
mensionen gejöat. 

Diese Abhandlung blieb auf dem Continent lange unbekannt. 
Jedenfalls wurde Lame nicht davon beeinflusst, als er 1839 seine be- 
rühmte Abhandlung „Sur l'equilibre des temperatures dans un ellipsoide 
ä trois axes inegaus"***) veröffentlichte. Hier handelt ea sich um 
die einfache Eandwerthaufgabe für das Innere eines Vollellipsoids. 
Es wird zunächst der specielle Fall einer Vollkugel behandelt, 
wobei nicht wie bei Lapiace das gewöhnliche System von Polar- 
coordinaten angewendet wird, sondern das allgemeinere Syatem E) 
(Seite 102), in welchem ausser den concen tri sehen Kugeln allgemeine 
Kegel zweiten Grades vorkommen. Hier haben wir es, wie durch 
unseren allgemeinen Ansatz leicht zu sehen ist, mit genau denselben 
Functionen -E'(ft), E"(v) zu thun, wie beim Vollellipsoid; nur der 
dritte -Factor bekommt jetzt, gerade wie bei Lapiace, die einfache 
Gestalt r". Man erkennt also, wie Lame, ausgehend von den Re- 
sultaten von Lapiace, erst zum Co ordinalen System der confocalen 
Kegel aufstieg, um erst von da aus zum allgemeinen Syatem ellip- 
tischer Coordinaten überzugehen. 

Hieran schli essen sich eine Reihe Arbeiten zunächst von Lame selbst t), 

*) „Snr la distribution de la ohaleur dans les corpa aolides'' 1881, Journal 
de l'Ecole Poljtechnique 1823, 

**) Vorgelegt 1833, gedruckt 1835 in den Transactions of the Cambridge 
Philoaophical society. Die Methoden dieser Arbeit sind weiter geführt worden, 
einmal vou Cajley „A Memoir on Prepotentiala" PKil. Trajis, 1875, dann aber 
von Niven „On Ellipsoidal flarmonics" Phil. Trans, 1892. 
***) Liouville'a Journal Bd. IV, 
t) iiSur l'equilibce dea temperatures dans les corps solides homogönea de 
forme ellipaoldale , concernant particulierement lea ellipeoides de revolution", 
Liouville's Journal Bd, IV. 1839. 
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dann von Heine*), Liouvillt!**) iiud F. Neumaun^-^-*), in welchen 
einerseits Larae's Untersuchungen verailgenieiiiert werden, indem der 
Raum ausserhalb eines EUipsoids oder der Raum zwischen zwei con- 
focalen Ellipsoiden in Betracht gezogen wird, andererseits die Special- 
fülle des Rotationsellipsoids diseutirt werden. 

Die einfache Raadwerthaufgahe für einen Kreisring bietet, wenn 
einmal die Lame' sehen Producte aufgestellt sind, keine Schwierigkeit 
mehr. Die Lösung dieses Problems geht auf C, Neumann und Rie- 
mann zurück (vergl. III, '2. § 3)t). 

Wir kommen jetzt zum öfters erwähnten Appendix B in Thomson 
und Tait's Natural Philosophy, 1867. Hier wird die Randwerthaufgabe 
für Körper gelöst, welche von Flächen des Orthogonal Systems H) 
(Seite 103), also von Rotationskegeln, Meridianebenen und eoncentrischen 
Kugeln begrenzt wird. Allerdings werden als Beispiele nur solche 
Körper angeführt, welche höchstens vier Seitenflächen besitzen; es 
reicht aber die dort entwickelte Methode, welche mit der unsrigen ihrem 
Grundgedanken nach identisch ist, aus, um auch das zu diesem System 
gehörige Sechsflach zu behandeln. Merkwürdigerweise werden aber keine 
Fälle angeführt, in welchen die Reihenentwickelungen in Integral- 
darstellungen ausarten, 

Solehe lotegraldarstellungen flndet man in zwei Aufsätzen von 
Mehlerff). In dem ersten handelt es sich um den Raum, welcher von 
zwei sich schneidenden Kugeln begrenzt ist, also um das Inverse des 
Winkelraumes zwischen zwei Meridianebenen fft), und es wird so 

*) „De aequationis nonnallis differentialibus". loauguraldisaertation 1842, 
zum Tteii abgedruckt in Grelle Bd. 26. 1843. — „Beitrag KUr Theorie der An- 
ziehung und der Wärme" Grelle Bd. 29. 1845. — „Theorie der Anziehung eines 
Kllipsoida", Grelle Bd. 42. 1851. 

**) „Sur diveraea questiona d'Analjse et de Phjsique mathömatique." hiou- 
ville'a Journal ßd. 10. 1845. 

***) „Magnetischer Zustand eines Kotationsellipsoids", Grelle Bd. 37. 1848. 

t) Weiterea hierüber (verallgemeinerte Randwerthaufgabe a='Co) sowie ober 
das Potential eines materiellen Kreisringes findet man bei Hicka „ün Toroidal 
Functions" Phil. Trans. 1881. 

ff) „Geber die Vertheilung der statischen Elektricit'ät in einem von iwei 
Kugeloalotten begrenzten Körper". Grelle Bd. 68. 1868. — „lieber eine mit Kogel- 
und Cylinderfunctionen verwandte Function und ihre Anwendung in der Theorie 
der EleetricitätavertheiluQg". Elbing, Gymnasial program m 1870 (abgedruckt in 
Math. Ann. Bd. 18). 

-l-t-f) Der Fall zweier Kugelflächen, welche sich nicht treffen oder im Grenn- 
falle sich berühren, war schon früher von G. Neumann behandelt, „Allgemeine 
Lösung des Problems über den stationären Temperatu raus tan d eines homogenen 
Körpers, welcher von ii^end zwei nicht concenti'ischen Kugeltlachen begrenzt 
wird". Halle 1863. 
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verfahren, das3 die reeiproke Entfernung zweier Punkte als Integral 
(Grenzform einer Reihe) dargestellt wird. Als Co ordinatentensy stein 
wird hier das inverse Bild eines gewöhnlichen Polarcoordinatensystems, 
zu Grunde gelegt. In der zweiten Arbeit untersucht Meliler die Eiektri- 
citätsvertbeilung auf der einen unendlichen Hälfte eines Rotationskegels, 
wodurch wir auf Fourier'sche Integrale kommen, wie wir in einem ähn- 
lichen Falle in § 5 gesehen haben. Verschiedene Probleme ähnlicher 
Art wurden neuerdings von Hol)son*) durch unsere Methode gelöst. 

Fast gleichzeitig wurden von Matbieu**) und H. Weber***) zwei 
Aufsätze veröffentlicht, welche sich mit Problemen beschäftigen, die 
mit der Randwertbaufgabe der Potentialtheorie aufs engste zusammen- 
hängen, wenn der betreffende Körper von confocalen Cylindem zweiten 
Grades und von Parallelebenen begrenzt wird. Während Matbieu nur 
den Fall eines Cylinders, dessen Basis eine Vollellipse ist, ins Äuge 
fasst, betrachtet Weber auch den allgemeineren Fall eines Cylinders, 
dessen Basis von vier confocalen Kegelschnitten begrenzt ist, wobei 
der Fall, in welchem diese Kegelschnitte Parabeln sind, in den Vorder- 
grund tritt. Dieses Problem ist, wie man sieht, was die principielle 
Schwierigkeit der Losung angeht, nicht viel einfacher als die Eand- 
werthaufgabe für das allgemeine Cyclidensechsflach. Die Weber'sche 
Behandlung ist aber insofern wesentlich unvollständiger als die unsrjge, 
als das OacUlationstheorem fehlt, so dasa die Annahme, dasa die hier 
in Betracht kommenden tranacendenten Gleichungen W^urzeln haben 
hn w "t B gr" d U 'btf) 
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Es bleiben noch die vielen Anwendungen zu nennen, welche sich 
im zweiten Bande des Heine'schen Handbuchs befinden. Sofern es sich 
hier um neue Probleme handelt, sind sie vorzugsweise durcb die im 
vorigen Paragraphen auseinandergesetzte Methode gelöst, welche djirin 
besteht, den reciproken Abstand T zweier Punkte in Reihen zu ent- 
wickeln; man vergl. namentlich das Kapitel über elliptische Cylinder 
und Kreiscjlinder, 

In den letzten Jahren ist die Methode der Keibeuent Wickelungen 
vielfach angewandt worden, namentlich von den jüngeren englischen 
Mathematikern. Die physikalischen Probleme, auf welche sich ihre 
Untersuchungen beziehen, siod indess zumeist nicht Potentialprobleme, 
sondern Probleme complicirterer Natar und kommen also für uns 
nicht in Betracht. 

Kommen wir noch einmal auf den Aufsatz von Klein „Ueber 
Körper, welche von confocalen Flächen zweiten Grades begrenzt sind" 
1881*), zurück. Hier wird die einfache Randwerthaufgabe für das 
Sechsflacli gelöst, welches Ton confocalen Flächen zweiten Grades be- 
grenzt ist, und zwar werden gerade diejenigen Methoden benutzt, 
welche wir unserer Darstellung zu Grunde gelegt haben. Insbesondere 
wird auch das' Vollellipsoid betrachtet, aber die Uebereinstimmung mit 
der Lame'schen Lösung wird nicht so weit entwickelt, wie wir es in 
g 3 gethan haben. Der Fortschritt, welcher in dieser Abhandlung liegt 
besteht darin, dass die von Thomson nur angedeutete anschauliche 
Methode hier entwickelt, und auf einen bis dahin nicht betrachteten 
allgemeinen Fall angewandt wird. 

An diesen Aufsatz schliesst sich die in der Einleitung genannte 
Vorlesung von 1889 — 90. Als neuer Gesichtspunkt dieser Vorlesung 
ist das Voranstellen der Cyelideu als des geometrisch allgemeinsten 
Falles, und der allgemeine Ansatz zum Einordnen der Specialfälle in 
die so entwickelte Theorie anzusehen. Hiermit wurden die Grund- 
linien für die Darstellung dieses Buches gegeben, welches aber be- 
treffs der Behandlung der Specialfalle in manchen Punkten über deo 
Inhalt jener Vorlesung hinausgreift. 



*) Math. Ann. Hd. 
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Anhang. 

Uebertragnng der bisherigen ilesuitate aaf den Ranm von 
n Dimensionen*). 



Dieser auf den Raum von n üimensioneQ sich beziehende Anhang 
möge trotz seiner Unvollständigkeit aus zweierlei Gründen hier noch 
Platz finden. Zunächst wird man durch Heranziehung höherer Räume 
einen besseren Ueberblicb über unsere bisher entwickelte Theorie für 
den dreidimensionalen Raum gewinnen, wobei z. B. die Beziehung 
zum Räume von zwei Dimensionen klar hervortreten wird. Anderer- 
seits wird es sich herausstellen, dass man vermittelst dieser Ausdehnung 
der Theorie auch im gewöhnlichen Räume über den Rahmen der 
Potential theo rie hinaus zu allgemeineren Reih enent Wickelungen der 
mathematischen Physik gelangen bann. 

Den Raum von n Dimensionen werden wir als B,, eine v-faeh 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit desselben als M^ bezeichnen. Wir werden 
aber oft der Kürze halber eine Mn—i als FVidie (bezw. als Ebene, 
Kugel, Cyclide etc.) des ü„ bezeichnen. 



§ 1. üeber confooale Crclidensysteme des iJ,. 

Um die Geometrie der reciproken Radien mit der projectiven 
Geometrie in Verbindung zu setzen, verfahren wir geradeso wie beim B,^. 
Wir denken uns nämlich den Ra als Ebene des J4+i und projiciren 
denselben stereographisch auf eine Kugel des 7f„+i. Auf diese Weise 

*) In der wiederholt erwäliüten Vorlesung von Herrn Klein über Lamö'sehe 
Functionen wurden die Betrachtungen zum grosBea Tbeil gleich für den Baum 
von K Dimenflionen durchgeführt. Während aber die Ausartungen dea allgemeineci 
Cjclidenajetems im Ji, und ü, eine melir oder weniger eingehende Besprechung 
fanden, bo mussten wegen Maogel an Zeit im Falle dea S^ alle diese Aus- 
artungsfalle anagescblossen bleiben. 

16* 
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bekorüiuen wir den Satz '■) : Dk Kreisverwandtsclmftm des lt„ mt- 
sprechen genau denjenigen Coüineationen drs Il„+i, tvelche die betreffende 
Kugel in sich itberfiihren. 

Im 24+1 ■werden wir jetzt ein projectives Coordinatensystem 
x^, x^y ... a;n+2 zu Grunde legen. Die Puntte der Kugel des Jä„+i 
entsprechen dann denjenigen Werthen der Verhältnisse x^'.x^ :---:a:„+2, 
welche einer quadratischen (rJeichung ß = genügen. Diese Coor- 
dinatenbestimmung nebst der Identität jß = übertragen wir dann 
durch stei-eographische Projection auf den Jl^. Die Gleichungen 3:^=0, 
3^2 = 0, ... x^^i = stellen offenbar s? -|- 2 Kugeln des 7?« dar und 
dementsprechend werden wir x^, x^, ■ . . Xn-\-2 ein System polysphärischer 
Coordinaten nennen. Es lasst sieh dann leicht nachweisen, dass diese 
Coordinaten beliebig zu wählenden Vielfachen der Potenzen des be- 
treffenden Punktes in Be/.ug auf die « + 2 Grundkugeln des Il„ pro- 
portional sind. 

Die so eingeführten poly sphärischen Coordinaten haben genau 
dieselben Eigenschaften, die wir im speciellen FalSe des -R^ für die 
pentasphäriseheli Coordinaten in I. 2, § 7 zusammengestellt haben; 
nur dass an Stelle der Zahl 5 jetzt die Zahl w -{- 2 zu setzen ist. 
So wird z. B. die allgemeine Cyciide des B„, d. b. die Fläche, welche 
durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades in den polysphärisehen 
Coordinaten dargestellt wird, « + 2 Synimetriekugeln besitzen, welche 
einander orthogonal schneiden. 

Für das allgemeine coufocale Cyclidensystem des li^ bekommen 
wir nebst der Identität: 

die Gleichung: 

Hier ziehen wir wieder die Weieratrasaische Theorie der Elementar- 
theiler heran, um sämmtliche Ausartungen dieses Orthogonalsystems 
aufzuzählen. Zunächst werden, sofern wir uns auf das Reelle be- 
schränken, nur die Kategorien I, II, III in Betracht kommen. Hierbei 
verstehen wir unter I den Fall vou « + 2 einfachen Elementar- 
theiiern, iioter II den Fall von einem zweifachen und w einfachen 



*) Man vnrgl. Kleio; UeTicr Lioiengeometrie und metnacho Geometrie. MatVi, 
Ana. m. V, 1871. 
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Eleuientartheileru, und unter III den Fall von einem dreifachen und 
n — 1 einfachen Elementartheilera. Ferner finden wir, dasa sich die 
Kategorie I in zwei Kategorien I' und I" spaltet, je nachdem sämmt- 
hche Werthe C; reell oder zwei davon conjugirt imaginär sind. Da- 
gegen müssen die et in den Kategorien II und III sUmmtlicIi reell 
sein. Alles verhält sich also gerade wie im Ej, so dass wir nicht 
länger hierbei zu verweilen brauchen. 

Man kann natürlich nicht verlangen, dass wir eine vollstiindige 
Tabelle der Cyclidenaysteme des B^ entwerfen, obwohl für einen be- 
stimmten Werth von n eine solche Tabelle nicht schwer zu con- 
struiren wäre. Wir führen aber einige Sätze an, welche bestimmt 
sind , eine derartige Tabelle bis zu einem gewissen Grade zu er- 
setzen*). Zunächst beweist man mit Leichtigkeit Folgendes: 

Wenn ein v-fachcr Tunkt et eintritt, welcher su v einfachen Ele- 
mentaaiheilern gekört, so sind alle Flächen der Schaar symmetrisch in 
Bezug auf sämmtUche Kugeln des (v — 1) - fach ausgedehnten Kugel- 
Mschds, dessen Gleichung die v dem betreffenden v-faciten Punkte ent- 
sprechmden polyphärischen Coordinaten enthält. 

Nun ist aber, klar, dass nur solche Punktkugeln als Symmetrie- 
kugeln einer Fläche betrachtet werden können, welche in Doppel- 
punkten der Fläche liegen. Hiernach müssen alle Punktkugeln des 
obenerwähnten Kugelbüschels Doppelpunkte sämmtlicher Cycliden der 
Schaar sein. Erinnern wir uns jetzt daran, dass die Gleichung einer 
Punktkugel durch Polarisation der Identität in Bezug auf den be- 
treffenden Punkt zu bekommen ist, so sehen wir, dass jeder Punkt, 
welcher auf allen zum mehrfachen Punkte C; nicht gehörenden Grand- 
kugeln liegt, als Punktkugel betrachtet, zum obengenannten Kugel- 
büachel gehört. Wir können also den Satz aussprechen: 

Wenn ein v-facker PunM e,- eintritt, welcher su v einfaciten Ele- 
mentarfheilem gehört, so 'besitzen alle Fläzen der Schaar als doppelte 
MannigfalOglieit den Schnitt My—^ derjenigen « + 2 — v Grundkugeln, 
wclclte dem Punkte d nicht entsprechen. 

Gehen wir jetzt zum Falle mehrfacher Elementartheiler über, so 
haben wir vor allen Dingen den Satz: 

Tritt ein zwei- hemo. dreifacher PurJd, welche einem einzigen Ele- 
mentartheiler entspricht, ein, so besitzen alle Flächen der Schaar einen 
gem^nsanmi Doppelpunkt bezw. biplanaren Punkt. 



*) Maa vergl. S. 70—71 , wo ilhnlicte Sätze für den B.^ aus der Tabelle 
empirisch abgelesen wurden. 
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Es bleiben noch die Fälle zu iliwcLitircn, in welchen ^i gleichzeitig 
zu einem mehrfachen und einem oder mehreren einfachen Elementar- 
theilern gehört. Hier lassen sich die etwas complicirten Verhättniase 
am besten beschreiben, wenn wir die im Sinne der Geometrie der 
reciproken Radien unwesentliche Specialisirung eintreten lassen, dass 
die Punktkugel Xj^ = im Unendlichen liegte Man bekommt dann 
leicht den Satz: 

Tritt ein m^rfacher Ihinkt ein, leelcher einem melwfachen und v 
eitifaehen Elem&itarikeüem ent^ricJit, so sind alle Flächen der Sckaar 
in Bezug auf die cc Ebenen s^mtneirisch, welcJte dmt Schnitte Jlf„_r 
derjenigen v Symmetricebenen parallel sind, weleltc dm einfaefien Ele- 
mentarßieilern des melirfadwn Tunktes entsprechen. 

Dieser Satz imterscheidet aber nicht zwischen einem (v + 2) - 
fachen Punkt der Kategorie II und einem (v -|- 3)-fachen Punkt der 
Kategorie III. In beiden Fällen ist der unendlich ferne Punkt ein 
singulärer Punkt höherer Ordnung von aUeu Flächen der Schaar und 
es ist die Art dieser Singularität, welche zwischen den Kategorien II 
und III unterscheidet. Hierauf wollen wir aber nicht näher direet ein- 
gehen, sondern vielmehr den Sclmitt des Cyclidensystems mit dem 
oben erwähnten Jlf„_» betrachten. Diesen Schnitt können wir als 
Cyclidensystem des Bb— » ansehen. Wir bekommen den Satz: 

Fasst man im Falh des letzten Satzes den Schnitt der Cijclidm- 
schaar mit der dort erwähnten Jf„_v ?«s Auge, so hat man eine Scftaar 
von Cydiden des 24—», welche im Unendlichm einen gemeinsamen singu- 
lären Futütt besitzen. Derselbe wird ein Doppe^nkt oder ein biplanarer 
Punld sein, je nachdem ein gweifacher oder ein dreifacher Elementar- 
theiler vorhanden war. 

Jetzt fragen wir, in welchen Fällen die Cyclidenschaar in einen 
Kugelbüsehel ausartet. Die Bedingung hierfür besteht offenbar darin, 
dass die Gleichung jeder Cjclide der Sehaar vermöge der Identität so 
umgeformt werden kann, dass sie in zwei Linearfactoren zerlegbar ist. 
Auf dem hiermit bezeichneten Wege findet man mit leichter Mühe 
den Satz ; 

Das Auftreten eines imhrfaclicn Funktes C;, welcher m n verschie- 
denen El&fnentartheilem gehört, liefert die nofliwmdige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die Cyclidenschaar in einen Kugelbüsehel ausartet. 
Nur in den allgemeinen Fällen der Kategorien I', I", II, III er- 
füllt die unmittelbar vorhandene Flächenschaar, von welcher bis jetzt 
allein die Rede war, den M„ «-fach. In allen anderen Fällen gehen 
in der unmittelbaren Nähe eines mehrfachen Punktes d, welcher v 
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verschiedenen Elementartheilern entspricht, v — 1 eigentliche (d. h. 
nicht nulltheiüge) Flächenschaaren verloren. Es ist also in jedem 
solchen Falle ein gewisser Hülfsgrenzübergang zu machen, welcher 
sich ganz ähnlich gestaltet wie im Zfg, so dasa wir auf die Einzel- 
heiten nicht einzugehen brauchen. Wir wollen nur hervorheben, dass, 
sofern mehr wie zwei verschiedene Elemeatartheiler vorkommen, der 
Grenzübergang nicht mehr ein völlig bestimmter ist, sondern auf ver- 
schiedene Weisen ausgeführt werden kann, je nachdem die ergänzenden 
Flächenschaaren mehr oder weniger allgemein sein sollen. 

Bezeichnen wir die Schnitte (^M„—2) einer Cjelide mit einer sie 
orthogonal schneidenden Cyclidenschaar als ihre Krümmungslinien, 
so können wir die soeben constatirte Thatsache in folgender Form 
aussprechen : 

Wenn ein mehrfacher Punkt, welcher eu v verschiedenen Elementar- 
theilern gehört, im Schema eims Cyclidensystems vorhommt, so sind {sofern 
v > 2) von den n — 1 Systemen von K.rümrmmgslinien jeder Oycliäe der 
Schaar v — 1 nicht völlig bestimmt. 

Im 7J3 tritt Aehnliches natürlich nur bei Kugeln ein. 

Wir bemerken nochj dass man es im Tf, nicht vermeiden kann, 
falls man sammtliehe Ausartungen unseres Orthogonalsystems be- 
kommen will, auch solche Grenzübergänge zu machen, bei welchen 
die soeben besprochene Willkür eintritt Die Herstellung der Tabelle 
von S. 102 — 104 in der dort besprochenen, bestimmten Weise war 
also nur im R^ möglich. 

Schliesslich sind krummlinige Coordinaten Aj, A^, ... l^, in ähn- 
licher Weise wie die Coordinaten (t, v, q im R^, einzuführen. 
Schreiben wir: 

ax)-(X-eMi-e,)...(,l-e.+,), 

SO hat man als Formeln zur Einführung der allgemeinen krumm- 
linigen Coordinaten des 7J„: 



< der Proportionalitätsfaetor ö durch die Gleichung; 

1 = -^«,' 



zu bestimmen ist. 
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§ 2. lieber die Potentialtheorie des ll„ und die Behandlung 
derselben vermöge Lame'scher Producte. 

Unter einer PotentiaU'unction des ll„ versteht rayn «ine beliebige 
Lösung der partiellen Differentialgleichunjf; 



unter X; rechtwinklige Cartesiselie Coordinaten verstanden. 

Wir wollen jedoch ein System orthogonaler peutusjjh arischer 

Coordinaten mit der Identität ^t x^ = zu Grunde legen. Dem- 
entsprechend werden wir nicht die Potentialfun ction V, sondern viel- 
mehr eine Potentialform W in Betracht ziehen, welche entsteht, wenn 
man V mit der —5 — ten Potenz der linken Seite der Gleichung der 
unendlich fernen Punktkugel multiphcirt. 1). h.: 



m 



Es ist also W eine Form — — tor Dimeosiou der pentaspMrischen 
Coordinaten, nicht wie V eine Form nullter Dimension, d. li, eine 
Function der Verhältnisse der xi allein. 

Da im Falle w = 2 der Exponent --"7" den Werth Null hat, be- 
kommen wir den Satz: Im H^ liotnmt die Unterschdüumj swischat 
Polmtialfunction und Potentialform in Wegfall. 

Die so eingeführte Potentialform W genügt, wie leicht nachzu- 
weisen (yergl. U, 3, § 1), der Differentialgleichung: 






und ist geradezu durch dieselbe charakterisirt, indem jede Losung 
dieser Gleichung, welche homogen von der — — ten Dimension, eine 
Potentialform ist. 

Wollen wir das Potential durch cyclidische Coordinaten behandeln, 
so müssen wir noch den Factor: 
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§ 2. Ueber Poteatialtlieorie des E„ und Lamü'Bche Producte. 



2'^ 



abtrennen und schreiben: 



v%> 



■ti^i, Aa, •-■ X„). 



Wir bemerken, dass auch hier im It^ kein Unterschied zwiseheü der 
Potentialfunction V und der Function ip besteht. 
Setzen wir jetzt zur Abkürzung: 

fp(A) = {X-X,)(X-^,) ... (X-l„), 

so finden wir durch Rechnungen, welche denjenigen von II, 3, § 2 
genau analog sind, dass die Function f der Differentialgleichung 
genügt: 

unter ti das hypereiliptische Integral: 
/• älf 

verstanden. 

Jetzt suchen wir Lösungen dieser Differentialgleichung, welche 
die Form eines Lame'sehen Productes haben, also die Form: 

Zu diesem Zwecke ziehen wir die Partialbruchzerlegung : 



— = "V ^ _J_ 



zu Hülfe. Entwickelt man hier auf beiden Seiten nach fallenden 
Potenzen ron A, so bekommt man durch Vergleich der CoefSeienten 
der Potenzen Ton l folgende Identitäten: 



Hosted by 



Google 



Vermöge dieser Identitäten sehen wir, dass die FiinctiuMüii £''' be- 
liebige Lösungen der DifFereotiaiffleicIiiinj^: 

" = [-"■?''- ^'|«.-'- + '''-' 

sein können. Letztere Gleichung ist eine Lame'sehe Gleichung mit den 
n -{- 2 einfachen singulären Punkten C;. Dabei können die accessori- 
schen Parameter A, , . . M willkürlich gewühlt werden, nur müssen sie 
für alle Functionen E^'> dieselben sein. 

Fuhren wir an Stelle der Functionen £''' Lame'sehe Formen 

i''<''>(^', A/'), wobei A,== y^, ein, so können wir, ganz ähnlich wie 

auf Seite 149 für den E^ geschehen ist, die Potentialform W in der 
symmetrischen Gestalt schreiben: 



wo die Grössen k', k" nur formal auftreten. 

Denken wir uns jetet ein Cycliden-2w-flach gegeben, d. h. ein 
»-fach ausgedehntes Stück des 7J„, welches durch 2k confoeale 
Cycliden des i^ begrenzt ist; und stellen wir uns die EandwertMuf- 
gabe: ein Potential zu finäen, welches innerhalb dieses Körpers eindetitiy 
und nebst seinen ersten Bifferentialgyiotienten stetig verläuft und in jedem 
Funkte der Begrenzung beliebig vorgeschriebeire Werthe annimmt. 

Um diese Ran dwerthauf gäbe zu lösen, spalten wir dieselbe zu- 
nächst in 2w Einzelprobleme, indem wir jedesmal eine SeitenflUehe aus- 
zeichnen und darauf die Werthe des Potentials beliebig vorschreiben. 
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§ 2. Ueber Potentialtheorie des JJ^ und Lamy'sche Producte. 251 

auf den anderen 2n — 1 Seitenflächen aber gleieliförmig verlangen, 
dass das Potential verschwindet. Bei jedem Einzelproblerae suchen 
wir zugehörige Lame'sche Producte auf, d, h. Lame'sche Producte, 
welche aämiathehen Bedingungen des Problems geniigen, diejenige Be- 
dingung ausgenommen, welche sich auf die ausgezeichnete Seitenfläche 
bezieht. Um solche Lame'sche Producte aufzustellen, bedürfen wir 
des folgenden Oseillationstheoreras: 

Wenn n — 1 Segmente der reellen l-Axe gegeben sind, welche in 
« — 1 verschiedenen Intervallen liegen, so Jiönnen die w — 1 accessorischen 
Parameter der Lame'schen Gleichung dadurch eindeutig und reell fest- 
gdegt werden, dass wir von der Gleichung verlangen, sie solle n — 1 
Farticularlöstingeit haben, welche hesw. in den Endpunkten je eines Seg- 
mentes verschwinden und innerhalb desselben eine heliehig vorgeschriebmc 
AmaM von HaJbosciUaticmen ausfiStren. 

Es ist zu schwierig die Richtigkeit dieses Satzes durch geometrische 
■ Construction im JC einzusehen*). Deshalb wollen wir die Lösung der 



*) Für den R^ , wo wir es mit einer Lamö'aohen Gleichung mit sechs 
singulären Pnnkten au thun haben, kann man folgende Ueberlegung anstellen (K), 
Wir werden die Werthe tüh l nicht mehr durch Pnntte auf einer geraden Linie, 
sondern durch Punkte auf einem Kegelschnitt darstellen. Dies thut man am 
einfachsten, indem man: 

setzt, unter x, y Caitesische Coordinateü verstanden. Auf der Parabel y"- =• x 
werden also Intervalle durch die reellen Punkte X = e- von einander abgegrenzt, 
und in drei von diesen Intervallen liegen die Segmente, auf welche wir das 
Oecillationatheorem anwenden wollen. Wir werden uns jetzt desselben mecha- 
nischen Hülfsproblems wie im Falle des B, bedienen. Die Stärke der Kraft 
wird dann in jedem Moment von dem Werth yon al* + bl -\- c, d. h. von 
der Ordinate z der Hülfseberte 3 •= ax -{- bij -}• c abhängen. Es wird sich 
also zunächst darum handeln, eich über die Gestalt der Hüllfläche klar 
zu werden, welche entsteht, wenn wir dieee Ebene sich so bewegen lassen, 
dass sie in dem einen Segment stets die gewünschte Anzahl von OscUlationen 
hervori-uft. Betrachten wir den Cylinder, welcher das heireffende Segment der 
Parabel und seine Sehne zur Basis hat. Dann findet man, dasa die Hüllfläche 
die Gestalt einer durchaus coavexen Einstülpung bat, welche, aus dem unend- 
lichen kommend, in diesen Cylinder so zu sagen hineingepresst ist, ohne jedoch 
dessen Wandungen anders als im Unendlichen ku berühren. Es ist nun klar, dass 
eine und nur eine gemeinsame Tangentialebene an die den drei Segmenten ent- 
sprechenden Hüllflächen gelegt werden kann; und hiermit ist das Oscillations- 
theorem in diesem Falle bewiesen. 

Ein entsprechender Beweis für höhere Fälle wäre nicht mehr überzeugend, 
weil die Construction der Hülfsebenen, Hüllflächen etc. in Räumen höherer Di- 
mensionen nicht mehr diejenige Anschaulichkeit besitzt, die der Kern des Be- 
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Randwerthauigabe iiicht weiter verfoli^eii, aiimal clieselbf!, iveuii wir 
das Oscillatioiistheorem als ricliUy voraussetaeu wollen, genau iiacli 
Muster dt'r schon gelosten Aufgabe im B.^ zu führen wäre. Das 
Potential würde natürlich in der Form einer (n — l)-fachen Reihe 
dargestellt werden. Betrachten wir, um die Ideen zu fixiren, das 
EiüKelproblem, in welchem die ausgezeichnete Seitenfläche eine t'läelie 
^, = eonst. ist, so bedient man sich folgender leicht zu beweisenden 
Formel zur Bestimmung der Coefticienten der lleihe: 

//. . jF ■ K(i,) ■ E/'{i,) ^ ■ • K/-'i(«.,-i) • E.'ft) ■ fi-a.) 

■ • • Jii<—'>{i,-,)iU,iU, ■ . . («„_, — 0, 
wü wir der Kürze lialber gesetzt haben; 

«» = «„.., ■.,_,(»), i'.W-B,. !„.■;;,-,(*), 

unter /; (be^w. /;J die Oacillationazahl im Segmente 1/ verstaudeu; 
und wo: 



% 3. Ueber die Ausartungen der im Ji„ in Betracht kommenden 
Lame 'sehen Eroducte. 

Haben wir die Randwerthaufgabe für das allgemeine Cjcliden- 
2'n'flach nicht zu Ende führen können, so kann von einer systema- 
tischen Behandlung der Specialfälle um so weniger die Rede sein. 
Allerdings können durch specieile Methoden*) einige besondere Fälle 
behandelt werden. Hierauf wollen wir aber der Kürze halber nicht 
näher eingehen. Dagegen bietet die Discussion der Lame'schen Pro- 
duete bei den verschiedenen ausgearteten Orthogonalsystemen keine 
Schwierigkeit, und wir wollen dieselben in diesem Paragraphen kurz 
besprechen. 

Wir haben schon im B^ gesehen, daas bei den ausgearteten 
Cyclidensystemen die Multiplicitaten der Punkte d mit den Multiplici- 
täten der singulären Punkte der zugehörigen Lame'schen Gleichung 
nicht immer übereinstimmen. Es musste vielmehr bei den Kugel- 



*) Wie z. B. diö Methode von SticUjes, Vergl. S. -^14. 
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büscheln die Multiplieität des einen Punktes e,- um eine Einheit ver- 
kleinert wenden. Aehnliches tritt im Ii„ nicht bloss bei Kugelbüscheln 
ein, sondern bei allen Flächenscliaaren, deren Krümmungslinien uicbt 
vöHig bestimmt sind. Man findet nämlich durch üeberlegungen, welche 
denjenigen ganz analog sind, die wir im li^ benutzten, dass, wenn 
mehr wie zwei Elementartheiler einem Punkte ei entsprechen, die 
accessorisehen Parameter der Lame'sehen Gleichungen, welche den er- 
gänzenden Flächenschaaren entsprechen, unendlich werden, wofern die 
accessorisehen Parameter der unmittelbar vorhandenen Lame'sehen 
Gleichung nicht auf bestimmte Weise specialisirt werden. Um die 
Ausartung der Lame'sehen Gleichung, welche hiermit eintritt, bequem 
charakt^risiren zu können, wollen wir den Ausdruck „Lame'sche Func- 
tion des RJ' gebrauchen. Hierunter verstehen wir eine Lame'sche 
Function mit n -\- 2 einfachen oder eine entsprechende Anzahl von 
mehrfachen singulären Punkten. Wir können jetzt sagen: 

Wenn im Schema eines Cydidensystems des It„ ein v-fadier Punkt 
C; auftritt, welcher (i verschiedenen Elenientarl^teil&'n entspricht, so müssen 
wir {wenn (* ^ 3) die accessorisehen Parameter der zugehiyrigen Lame- 
schen Gleichung in der Wdse specialisiren, dass ihre Lösungen nach Ab- 
trennung des Factors (A — e,) ' sich auf Lame'sche Functionen des 
Üb— ,,-!-2 reducirtm, welche d als {v — (i -]- 2)-fachen singulären PunM 
besitzt. 

Einige specielle Folgerungen lassen sich nun hieraus mit Leichtig- 
keit ziehen. 

Indem wir uns zunächst an die Bedingung erinnern (vergl. S. 246), 
unter welcher ein Cyclidensystem in einen Kugelbüschel ausartet, 
können wir sofort sagen: 

Es treten hei KugelbUscheln des B„ immer nur Lame'sche Funäionen 
des iJg auf. 

Andererseits wissen wir, dass, sofern wir uns auf das ßeelle 
beschränken, nicht mehr wie ein mehrfacher Elementartheiler vor- 
kommen kann, welcher dann höchstens dreifach sein kann. Es gilt 
also der Satz: 

In der reellen Potentialtheorie der Räume von höheren Dimensionen 
treten Lame'sclie Functionen mit 'beliebig vielen regulären (einfachen oder 
sweifachen) singulären Punkten auf. Daneben Jcann ein irregulärer Punkt 
Vorkommen, der aber dann höchstens ein vierfacher Punkt ist. 

Schliesslich ist es aus der allgemeinen Theorie der Differential- 
gleichungen bekannt, dass jede überall reguläre homogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coeffieienten, 
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welche nur drei singulare Punkte hat, din-ch hypergeometrische Eeihen 
gelöst werden kann, und dass es hierbei im Wesentlichen nnr auf die 
Esponentendifferenzeii in den einzelnen slngulären Punkten ankommt. 
Ferner kann man auf diese Weise dnrch geeignete Wahl der Exponenten- 
Differenzen jede hypergeometrische Keihe bekommen. Es führen uns 
also die Lame'schen Functionen des iZ^ mit drei doppelten singuiäreu 
Punkten gerade auf die allgemeine liypergeo metrische Reihe (K). Be- 
zeichnen wir die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten des li^ durch 
^j !/j ^1 *") so können wir sagen: 

Die allgemeine hypergeonietrischc Heike tritt als Lame'sche Function 
des Et hei dm Fläckemchaaren L2(ll)(ll)] und [(11)(11)(11)] auf, 
gweifachen Sckaar von Flächen zweiten Grades -,-^^- + 
; und hei der einfachen Schaar von Kegeln zweiten t 



-^ _ -- = 0; bczw. hei den Inversen von diesen FläcJwn- 
schaaren. 

Will man dagegen im F^ eine reguläre Differentialgleichung mit 
drei singulären Punkten bekommen, so mu t, man die fünf einfachen 
singuiären Punkte so zusammenfallen lassen, das,« man zwei zweifache 
und einen einfachen singulären Punkt bat Mährend also die zwei 
ersten Punkte beliebige Exponeutendiöeienzen eihJten können, wird der 
letzte Punkt stets die Exponenten 0, hdben 

Es treten im li^ mir speciclle hypergeonieirisdie Heiken auf (die 
Functionen des liotationskegels), denn eine der drei Exponentettdi/feri 
hat hier nuthwemlig den Wertk -• 



§ 4. Ueber die Differentialgleiehiing Ju + h'-u = 
im dreidimensionalen Baume. 
Haben wir ea im It„ mit einem {n — l)-fachen System von 
Cjlindern zu thun, so wird das ergänzende Flächensystem eine Schaar 
von Parallelebenen sein. Bezeichnet man diese Ebenenschaar durch 
X„ = Const. (unter Xj, X^, . . . X^ rechtwinklige Cartesische Coor- 
dinaten verstanden), so ist die entsprechende Lame'sche Function 
einfach : 

Le'^" + Me~"'". 

Bezeichnen wir nun durch u das Product der übrigen Lame'schen 
Functionen, so genügt, wie man sofort nachrechnet, die Function u 
der Differentialgleichung; 
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§ i. Ueber die Differentialgleichung Ju + ü:'« = im It,. 255 

Wir bekommea also den Satz: 

Sat man es im Ha mit einem CylindersysUni, im R„—i mit dem 
Querschnitt desselben zu thun, so icerden die Lame'schen Producte im 
Rnj welche der Potentialgleichung genügen, mit den ähnlich gebUdeteii 
ProÄJwfe» im Ru—i, welche der Gkidiung jJu -\- Fw ■= genügen, iS)er- 
einstimmen, nur dass iei den letsleren der Factor Le^^'* -f Me"*'^" fpMt. 

Auf das mannigfache physikalische Auftreten der Differential- 
gleichung ^u + h^u = brauchen wir an dieser Stelle um so 
weniger einzugehen, als dasselbe in dem vor Kurzem erschienenen 
Buch von Pockels*) ausföhrlich discutirt ist. Dort wird auch unter 
Benutzung des Oscillationsprincips von der Methode der Keihen- 
entwickelungen gehandelt, allerdings nur für den H^ und iJg. An 
dieser Stelle wollen wir uns auf einen einzigen Punkt beschränken, 
der im Pockels'schen 'Buche nothwendig fehlt. Wir wollen nämlich 
eine Methode angeben, durch welche man einen Ueberblick über die bei 
den verschiedenen Orthogonalsystemen auftretenden Producte bekommt. 

Unsere Methode besteht einfach in einer Anwendung des soeben 
abgeleiteten Satzes. Hierbei wird das Princip der reciproken Eadieu, 
welches in unseren bisherigen Betrachtungen eine so grosse Rolle ge- 
spielt hat, in Wegfall kommen, indem wir es jetzt im Ra+i noth- 
wendig mit wirklichen Cylind er Systemen, nicht mit deren Inversen zu 
thun haben**). 

Fassen wir speeiell die Differentialgleichung ^u -f k^u = im 
M^ ins Auge, so haben wir nach unserer Methode vpr allen Dingen 
sämmtliche Cylmdersysteme des R^ aufzuzählen, welche Ausartungen 
des allgemeinen Cyclidensystems des R^ sind. Eine solche Aufzählung 
geben wir in folgender Tabelle an, in welcher wir aber nur die Quer- 
schnitte der Cylindersysteme durch den It^ nennen. Es können (i, v, g 
als krummlinige Coordinaten im ifj angesehen werden. Die vierte 
Coordinate, welche sich auf das System von Parallelebenen des Jt^ 
bezieht und welche für den B^ nicht in Betracht kommt, bezeichnen 
wir durch (***), 

*) „Ueber dio partielle Differentialgleichung z/u -j- k^u = 0". 1891, 
**) Man vergi. auch das Buch von PockelB Seite 204—206. 
***) Es mag hierdurch daran erinnert werden, daaa bei den meisten phjaika- 
ÜBchen Problemen, in welchen die Gleichung ^u-^k^u^O auftritt, die Zeit als 
vierte Variable vorkommt, und zwar in einer solchen Weise, dass sie bis zu 
einem gewissen Grade die Stelle der vierten Coordinate der Potentialprobleme 
des B. vertritt. 
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256 Anhang. 

Tabelle der im /fj in Betraclit kommenden OrÜiogonalsysteme 

A) % ^^ >- ft, !■ = Kegel zweiten Grades. 

B) '.*j^-.-.^--—[-— ^ _ Rotationskegcl. 

'? " 

C) -Vj"- L. ft = Ebenenpaare, 



[i = zweisehaalige Hyperbo- 
loide. 

V =^ einschaalige Hyperboloide. 
p = EHipsoide. 

V = einschaalige liotatioiis- 

iyperboloide. 
Q = abgeplajfctete Rotati onaellip- 



(t = zweischaalige Kotations- 
byperboloide. 

p = verliingerte Rotationsellip- 
soide. 






G) V -j/. Q = coneentrische Kugeln, 

TT"! W C J" ! ff = byperboHsche Cylinder. 

{^ y ! ]l t 1 V = elliptische Cylinder. 

I) '"""Ä TV '" ^^ Rotationscylinder. 

^) -jf — - y ■■■■■ (t ^ Paare von Parallelebene 
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Ueber die Differentialgleiciiuag dn -f- /i'ii = 

'%,"'■ )' f' [p, p = elliptisclie Paraboloide. 







/• A 


f' 


' l 


, 1 ^ 



= hyperbolische Paraboloide. 



L) 

M) — - — ^i^ — — -^ — (t, p = Rotati onsparaboloide. 

N) ~— — '-JL ^ — -- ii, V ^ parabolische Cylinder, 



Aus dieser Tabelle sehen wir sofort, welche Lame'sche Func- 
tionen bei den verschiedenen Flächen schaaren auftreten; denn die 
Punkte ei der Schemata geben unmittelbar die Lage und die Multi- 
plicität der singulären Punkte der Lame'achen Functionen an, nur dass 
diese Multiplicitäten um eine bezw. zwei Einheiten verkleinert werden 
müssen, sobald drei bezw. vier verschiedene Elementartheil er dem- 
selben Punkte entsprechen. Wir fassen in folgenden Sätzen zu- 
sammen : 

Will man die DifferenUalgleichung ^u -j- k^u = im Bg durch 
Lame'sche Producte hefnedigm, so werden: 

1) hei den Ehenenhiischeln (C, K, 0) Lame'sche Functionen des 
B2, ^- ^- blosse ir^onometrische Functionen, 

2} bei den Kegel- und Cylindersystemen (A, B, H, I, N) dieselben 
Functionen wie früher in der Potentialtheorie des R^, 

3) bei den concentrisclien Kugeln (G) Bessel'sche Functionen, 

4) hei allen anderen confocalen Flächen zwm.ten Grades (D, E, F, 
L, M) speeielle Lame'sche Functionen des B^ auftreten. 

Die hiermit genannten Functionen sind noch in den Füllen 1) 2) 3) 
bezw. mit dem Factor (/l — c,)~^, (A — e^^^ {^ — «tf^ behaftet. 
Gewöhnlich wird aber der Punkt q ins Unendliche geworfen, so dass 
diese Factoren in den Fällen 1) und 2) in Wegfall kommen. Da- 
gegen hat jetzt im Falle 3) der Factor (A— e^) * den Werth r~^ , 
unter r den Ausdruck für die Radien der concen irischen Kugeln ver- 
standen. Hierdurch wird z. B. die wohlbekannte Thatsache erklärt, 
dass bei Wärmeleitnngs- oder anderen Problemen, welche auf die 
Gleichung /iu + ^^w ^ führen und welche eine Kugel betreffen, 
Bessel'sche Functionen der Polarcoordinate r auftreten, welche jedoch 
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208 Anhang, 



-i I 



mit dem Factor r behaftet sind. Man vergl. z. B. das schon citirte 
Buch von Pockels Seite 110. 

Es würde nun keine Schwierigkeit darbieten, die Behandlung der 
verschiedenen Probleme, welche sich auf die Gleichung z/m-|-ä^m = 
beziehen, an die oben gegebenen Schemata anzuknüpfen und ihre 
Lösungen in einer ganz entsprechenden Weise durchzuführen, wie wir 
dies für die Probleme der Potential theorie gethan haben, denn der 
Beweis des Oscillationatheorems ist in diesen Fällen ganz der frühere. 
Hierauf sowie auf die noch einfacheren Probleme, welche sich auf den 
S-^ beziehen, gehen wir aber der Kürze halber nicht ein. 
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